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1A - Dérivation : Rappel et Compléments - Exercices

Rappel 1°¢ : dérivation et application

Exercice 1

Question 1

On donne ci-contre la
courbe représentative 10
Cs d’une fonction f.
Cette courbe a une
tangente T au point ST
A(-3;3).
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Donner 1’équation réduite de cette tangente.

Question 2

Onreprend la fonction f de la question précédente. La représentation graphique de sa fonction dérivée
est:

1 ! | 1 1 1 | ] ] | 1 |
I T 1 1] 1 I 1 1 1 1 I
-4 \3 =2 -1 1 2 3 —4—3-'2\/;3
a b.
\ / . / \ .
I I I 1 |
| | | | | -4 -3 /-2 -1 1 2\ 3
T T T _ T T
c. -4 -3 =2 -1 1 2 3 d.
Question 3
JAXW=J® _po gy,
Soit f une fonction telle que, pour tout nombre réel / non nul, h
Alors f'(1) est égal a:
a. h*+3h-1
b. -1
c. 3

d. les données sont insuffisantes pour déterminer f'(1)



Exercice 2 — Lectures graphiques

a) La courbe représentative f est donnée ci-dessous. En chacun des points indiqués, la courbe
admet une tangente qui est tracée. Lire, en vous servant du quadrillage les nombres ci-contre.

4 5 A s ) s 12 5 f6) et f(6)

Donner une équation réduite de chacune des tangentes étudiées.

Exercice 3 - Tangente et position relative
. . P L, 5 . .
Soit [ lafonction définie sur R par: f(x) = gx —x"=3x+1let Cy sa courbe représentative.

1) Déterminer I'équation réduite de la tangente (T') a C; au point d’abscisse 1.

. . s _ 15 5
2) Soit dlafonction définie sur R par: d(x)= gx -X + x—g.
a) Dresser le tableau de variations de la fonction d. Calculer d(1).
b) En déduire le signe de la fonction (.

c) En déduire la position relative de la courbe Cr C/» et de la droite (T)

Exercice 4
Variations d’une fonction avec une fonction aux:i;liaire
x° —2
Soit f la fonction définie sur | — 4 ; +oo[ par f(z) = e
T

223 + 1222 + 2
1. Vérifier que pour tout réel z appartenant & | — 4 ; +oo[, f'(z) = %
2. Soit g la fonction définie sur | —4 ; +oo[ par g(z) = 2z° + 122% + 2.
Etudier les variations de g et en déduire que pour tout réel x appartenant a | —4 ; +oo[, g(z) > 0.

3. Décrire les variations de f.

Exercice 5

Position relative de deux courbes
On considere les fonctions f et g définies sur R par :

flz)=2"-3z+1 et g(z)=22°-3z—1

On a représenté ci-contre les courbes %y et %,
représentatives des fonctions f et g.
Démontrer que € est toujours au-dessus de %,.




Exercice 6

La courbe ci-dessous représente dans un repére du plan une fonction f définie et dérivable sur
I'ensemble des nombres réels.

Les points G(—2; 5) et H (0 ; 1) appartiennent a la courbe représentative de la fonction f et les
tangentes a la courbe aux points G et H sont horizontales.

G

L L L L 1 . .

P
\

I 1 1 1 | 1 I
3,5 /[3,0 -25 -20 -1,5 -1,0 -0,5 0,5 1,0
_1 . .
1. Déterminer f(0), f(~2), f'(0) et f'(-2).

2. On admet que pour tout réel x, f(x) peut s’écrire sous la forme :

f(x) = ax®+bx*+cx+d,
oll a,b,c et d désignent des nombres réels

a. Donner une expression de f'(x).

b. Déterminer les valeurs des réels c et d.

c. Déterminer deux équations que vérifient les réels a et b.
d. En déduire I'expression de f(x).

Exercice 7
Une entreprise produit entre 1 millier et 5 milliers de piéces par jour. Le colit moyen de production d'une

piéce, en milliers d’euros, pour x milliers de pieces produites, est donné par la fonction f définie pour
toutréel xe [1; 5] par:

0,5 -3x2+x+16

flx)=

(=

. Calculer le cotit moyen de production d'une piéece lorsque I'entreprise produit 2 milliers de pieces.

2. On admet que [de] f est dérivable sur [1; 5] et on note f " sa fonction dérivée.
Montrer que pour tout réel x € [1; 5],

3 .2
x’—-3x-16
fl)=——=—

3. Vérifier que, pour tout réel x,
=37 -16=(x—4) (" +x+4)
4. En déduire le tableau de variation de f sur [1; 5].

5. Déterminer le nombre de piéces a fabriquer pour que le colit moyen de production d'une piéece
soit minimal, ainsi que la valeur de ce colit minimal.

Exercice 8.

Pourquoi la hauteur d"une casserole est
approximativement égale a son rayon

quelque soit sa contenance ? -

Pour répondre a cette question, on se !

propose de résoudre le probléme sui-
vant :




Comment fabriquer une casserole de volume v donné avec le moins de matiére possible ?

On suppose que le prix de revient du manche ne dépend pas des dimensions de

la casserole.

On note x le rayon du cercle du fond, & la hauteur et S laire totale égale a l'aire

latérale plus 'aire du fond.

1) a) Exprimer h en fonction de v et x
b) Exprimer S en fonction de v et de x.

b) En déduire la réponse a la question

2) a) Etudier sur ]0; +oo[ les variations de f définie par: f(x) = mx2 + 2x—v

Exercice 9
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x%2-2,5x+1)e*.

1. Onnote f’ la fonction dérivée de f.

a. Montrer que, pour tout réel x, f(x) = (x> -0,5x—1,5)e".

b. Etudier les variations de f sur R.

2. Onnote Cy la courbe représentative dans un repére et T la tangente a Cy de la fonction f au point

A d’abscisse 0.

a. Déterminer une équation de la tangente 7.

b. On admet que la tangente T recoupe la courbe C au point P d’abscisse a strictement posi-
tive. A I'aide de votre calculatrice, donner un encadrement de a au dixieme pres.

QCM - FONCTION EXPONENTIELLE
Question 1
Pour tout réel x, 'expression e* x e**2 est égale a :

I a. e2xt2 b. ex2+2 c. ex% d. ex2+2x
Question 2
eSx
e2x—2
| a. e3x+2 b. eI*}x—2 c. e2,5x—2,5 d. e7x—2
Question 3
x\2
Pour tout réel x, est égala:
e—x
a. e +x b. e3* c. e d. e2
Question 4
exe®
Le nombre ——— est égal a:
e
15
-— 3e7d
a. -1 b. e 2 c. L d —
e 2
Question 5
) efxe -3x ) .
Pour tout réel x, —————— est égal a:
e —-X
a. e ¥ b. e3* c.e 3% d. e*



Question 6
Pour tout nombre réel x, une expression simplifiée de

(ex)Z x e—x+l

esx
est:
—4 2 _ 2 35
A e x+1 B. e* 6x+1 C. e* +4x+1 D. e X +x 5x'
Question 7
Pour tout réel x, e?**! =
a. e¥*+e b. e?*xe c. (e¥*h)? d. 2x+1)xe.
Question 8
2x
Pour tout réel x, — est égale a:
ex+1
2x
a. e*! b. e3*+l c. —— d. e
x+1
Question 9
2x
Pour tout réel x, —— est égale a:
ex+1
2x
a. e*! b. e3*+l c. —— d e
x+1
Question 10
ebxed
Quelle est la valeur exacte de =2 ?
a. ell b. €° c.e’ d. e”.
Question 11
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x+2)e*.
Alors, la fonction f’ dérivée de f est donnée sur R par :
a. fl(x)=e*
b. f'(x) = (x+3)e*
c. fl(x)=(-x-1)e*
(-x-1e*
! —
d. fl(x)= o
Question 12
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = %
Pour tout réel x, f(x) est égal a:
—-X —-X
a. f(x)= e_x b. f(x)=xe™* c f(x)=—-xe™* d. f(x)= eT‘

Question 13
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (2x—5)e*. On admet que g est dérivable sur R et on note
g’ sa fonction dérivée.
Alors pour tout réel x, g'(x) est égal a:
a. (2x-3)e* b. (-2x+7)e* c. 2e* d. —5e*.
Question 14

On considere la fonction f définie et dérivable sur R par: f(x) =

X

1+e*
La fonction dérivée f’ de la fonction f est définie par :

X
A f0=r B. f(x)= C. fl=1 D f'0= e

(1+e%)2



Question 15
La fonction f est définie pour tout x réel par
fx)=e*3e*-1).
La fonction dérivée de f est définie pour tout x réel par :
A. f'(x) =e*(3e") B. fl(x)=6e**-e* C. f'(x)=3¢e**-ex D. f'(x)=3("*-1.

Question 16
On pose pour tout réel x : A(x) = e*. On a alors, pour tout x € R :
a. A(x) =2e* b. A(x) =e* c. A(x)=e*+e? d. A(x) =(eY?.
Question 17

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = (7x—23)(e* +1).
Léquation f(x)=0:

a. admet x = 1 comme solution b. admet deux solutions sur R
c. admet x = 27—3 comme solution d. admet x = 0 comme solution.

Exercice 10
On considere la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par
ex

fx= 1+x

On note C la représentation graphique de f dans un repére du plan.

1. Déterminer les coordonnées du point A, point d’intersection de la courbe € avec I'axe des ordon-
nées.

2. Lacourbe € coupe-t-elle I'axe des abscisses? Justifier la réponse.

3. On note f' la dérivée de la fonction f sur [0 ; +oo[. Montrer que, pour tout réel x de 'intervalle
[0; +o0,
xe*

! —
=0

4. Ftudier le signe de f'(x) sur [0 ; +oo[. En déduire le sens de variation de f sur [0; +ool.

5. On note T la tangente a Cy au point B d’abscisse 1,6. La tangente T passe-t-elle par I'origine du
repere? Justifier la réponse.

Exercice 11

On considere une fonction f définie et dérivable sur I'intervalle [—4 ; 2].

La fonction dérivée de f est notée f.

Dans le repére orthonormé ci-dessous, la courbe € est la courbe représentative de f sur l'intervalle
[-4; 2].

Le point A est le point de la courbe C d’abscisse —1.

La droite T est la tangente a la courbe € en A.

o // \\ 1. Par lecture graphique, donner la valeur de f'(-1).

2. Résoudre, graphiquement, I'inéquation f’(x) < 0.

15

On admet que la fonction f est définie sur [—4 ; 2] par f(x) = (-x2+2,5x—1)e*
/ \ 3. Vérifier que, pour tout réel x de I'intervalle [—4;2],

f'(x) = (-x*+0,5x+1,5)e".
N 3 b 4 4. Etudier le signe de la fonction f’ sur 'intervalle [—4; 2].
48 5. En déduire les variations de f sur I'intervalle [-4 ; 2].




Exercice 12

Dans le repére ci-dessous, on note Cy la courbe représentative d’'une fonction f définie sur I'intervalle
[-10; 2].
On a placé dans ce repere les points A (0; 2), B(2; 0) et C (=2; 0).
On dispose des renseignements suivants :
— Le point B appartient ala courbe Cy.
— La droite (AC) est tangente en A a la courbe € ’

— La tangente a la courbe € au point d’abscisse 1 est une droite paralléle a I'axe des abscisses.

1. Déterminer la valeur de f’(1).

2. Donner une équation de la tangente a la courbe C¢ au point A.
On admet que cette fonction f est définie sur [-10; 2] par
fx)=@2-x)e".

3. Montrer que pour tout réel x appartenant a I'intervalle [-10 ; 2],

fl(x) = (=x+1)e".

4. En déduire le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle [—10;2].

5. Déterminer une équation de la tangente a la courbe Cy au point B.

Exercice 13

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =e* —x.

1. Déterminer f’(x).

2. Etudier les variations de f, en déduire que f admet un minimun

3. Justifier que pour tout réel x on a : e* > x.

Exercice 14

5
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x2 - §x+ l) e’.

1. On note f” la fonction dérivée de la fonction f.
a) Calculer f'(x).
b) Etudier le signe de f’(x) selon les valeurs de x.
¢) Dresser le tableau de variations de f.
2. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe € au point d’abscisse 0.
Tracer la droite T sur le graphique précédent.

3. Montrer que I’équation f(x) = 40 admet une solution unique & dans I’intervalle [2;3].
A I'aide de la calculatrice, déterminer la valeur arrondie a 10 2 pres de a.



Exercice 15

f est la fonction définie sur R par: f(x) =

2¢* -3
e +1

1) Calculer f’(x) puis étudier les variations de f.
2) Montrerque: VYxeR, -3 < f(x) < 2.

3) Déterminer 1’équation de la tangente (T) au point d’abscisse 0.

4) On admet que les droites d et d’ d’équations respectives y = =3 et y = 2 sont
asymptotes a €y en —oo et +00.

Tracer les asymptotes d et d’, 1a tangente (T) puis €.

Exercice 16

Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=e?*+6e*-8x—4.

Dans le plan rapporté a un repére orthogonal, on considere :

* % la courbe représentative de la fonction f;

* 92 ladroite d’équation cartésienne y = —8x —4.

> 0N

5.

Montrer que, pour tout x€ R, f'(x) =2(e*—1) (e* +4).
Etudier le signe de f’(x) sur R.

Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R.
En déduire le signe de f(x) sur R.

La courbe € etla droite 2 ont-elles un point commun ? Justifier.

Exercice 17
Soit les fonction f et g, définies sur Rpar f(x) =x+ 1+ ex—x et glx) =1—x+e*.

1) Déterminer les variations de la fonction g.

2) En déduire le signe de la fonction g.

3) Démontrer que f'(x) = e *g(x). En déduire les variations de la fonction f.

4) Déterminer I'équation réduire de la tangente (T) a la courbe Cf au point d’abscisse 0.
5) Etudier la position relative de Cr et (T).

Composee de deux fonctions dérivables (exos sources : G. Aurior, Lycée Paul Sabatier)

Calculer les dérivées des fonctions suivantes en préci-
sant leur ensemble de définition et de dérivabilité.

a. fi(x) =vx+1 b. fLb(x) =v—x+3
c. fz(x)=+5x—-2 d. fi(x)=vx?2+1

e. fo(x)=+vV1—x2 f. fe(x) = \[xz—z

Calculer les dérivées des fonctions suivantes en préci-
sant leur ensemble de définition et de dérivabilité.

a. f;(x) =(2x+3)° b. f,(x) =(5—x?)3
e. f;60 = (22) d £ =
e fs(0) =z, £ fi(x) = %

10



On considére la fonction f définie sur R par

f(x) =x++14+x2
1. Démontrer que V1 + x2 X f'(x) = f(x).

2. En dérivant cette égalité, en déduire que

(L +x2)f"(x) +xf'(x) - f(x) = 0.

x241
5-x°

ﬂ Soit la fonction définie par f(x) =

1. Déterminer ’ensemble de définition Dy de f.
-x2+10x+1

atiDe s Puis construire le
tableau de variation de f.

3. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.

2. Montrer que f'(x) =

E Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la déri-
vée et en déduire les variations.

a. f(x) = e3**7 b. g(x) = eX ~2x+1
c. h(x)=e™*—x3

|E| Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la déri-
vée et en déduire les variations.

a. 1(x) =(x+2)e* b. f,(x) = x%e™*

¢. fa(x) = (2x + 3)e*’ d. f,(x) =B —x%e*

Soit f la fonction définie sur ] — o0; 0[U]0; +oo[ par
£ = (x + 2)ex.

1. Montrer que f'(x) = =

2. En déduire les variations de f.

Exercice 8
1. g est la fonction définie sur R par:

g(t) =1+¢e"+te'.

x2-x-2 1
ex,

a) Déterminer g'(t) pour tout réel t.

b) Démontrer que g admet un minimum sur .
¢) En déduire le signe de la fonction g.

2. f est la fonction définie sur " par:

ft) = —"

1
14 et

a) Déterminer f'(t) pour tout réel t = 0.

b) Etudier le sens de variation de la fonction f.

11



Exercice 9

Un récipient a la forme d’un prisme droit dont la base

est un trapéze isocéle ABCD.

Toutes les dimensions de ce prisme sont fixes, sauf la lon-
gueur CD. On donne AB = BC = AD = 1et BB' = 2.

On cherche la dimension a donner a la grande base [CD] du
trapéze ABCD pour que le volume du récipient soit maxi-

mal.

On appelle H le projeté orthogonal de A sur [CD]. On note
x la longueur HD et V(x) le volume du récipient.

D' c'

: 2(2x2+x-1
. Montrer que V'(x) = —ixl\/__—xxz).

UI-BE»N—-

maximal.

Exercice 10

Quel est I’ensemble de définition de V ?
Exprimer 1’aire du trapéze ABCD en fonction de x.

Démontrer que V(x) = 2(x + 1)V1 — x2.

. Déterminer pour quelle valeur de x le volume est

Une entreprise est chargée par l'office de tou-

[risme d'une station de ski de la conception d'un pan-
‘neau publicitaire ayant la forme d'une piste de ski.

Le profil de cette piste est modélisé, dans un repére,
Ipar la courbe représentative ‘€ de la fonction f définie
'sur l'intervalle [0; 2] par:

| flx)=e*.

|Cette courbe € est tracée dans le repére orthonormé
'd'origine O ci-dessous.

A y (en métre)
14

>
»

N T

x (en meétre)

'Afin de donner des informations sur la station, une
zone rectangulaire ONMP est insérée sur le panneau
'publicitaire.

IM appartient a la courbe ‘€, N appartient a I'axe des
abscisses, P appartient a I'axe des ordonnées.

a) Exprimer pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 2], l'aire
d(x), en unité d'aire, de la zone rectangulaire ONMP.
b) Déterminer la position du point M sur la courbe €
pour laquelle Iaire du rectangle ONMP est maximum.

12



2A - Les suites 1 : Rappels et Raisonnement par récurrence.

Activités d’introduction - Raisonnement par récurrence
[- Introduction Le raisonnement par récurrence concerne une proposition £ qui dépend d'un entier

naturel n. On peut donc parler d'une suite de propositions et la noter (Pn ) La question qui se pose

alors est: Pour quelles valeurs de I'entier n cette proposition est-elle vraie?
Exemple Calculer la somme des npremiers entiers naturels non nuls:

n(n+1)
w D) ()
II Le principe de récurrence:

1. D'abord une illustration .
On considére une suite de dominos infinie vers P By .

1+2+...+n=

la droite: chaque domino est capable de faire — ;-g ;:s
tomber le domino suivant, c'est-a-dire celui qui o2 5
N . 1 . .- -
est a sa droite. Quelqu'un fait tomber vers la e e
droite le premier domino. Que va-t-il se -{‘: .
asser? fL.E
p "‘Q e

2. Application : En vous inspirant de l'illustration des domlnos

Trouver un moyen de démontrer que la proposition (Pn) est vraie pour tout entier » non nul ?

o En déduire le nombre de bougies que vous aurez soufflées a 'age de 49 ans !

3. Autre application

(u,) estla suite définie par uy = 0 et pour tout entier naturel n, u, . ; = 2u, + 1

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, =2" — 1.
Exercice 1

C1s . L . vo =0
On consideére la suite (v) définie par pour tout entier naturel n par : { 0
Vnei = Vp +2n+2
1.a. Calculer les 4 premiers termes de la suite v.
b. Conjecturer alors I’expression de v, en fonction de n.

2. Démontrer par récurrence votre conjecture.

Exercice 2

Le motif qui orne la coquille du Cymbiola innexa, un mollusque indonésien,
intrigue les chercheurs car il s"apparente a une fractale appelée
triangle de Sierpinski (du nom d’un mathématicien polonais).

On part d'un triangle équilatéral plein de c6té 1.

A chaque étape, on partage chaque triangle plein en 4 triangles

équilatéraux de méme c6té et on colorie en blanc le triangle central.
n=0 n=1 n= 2‘ n=3A n=4A

AA AA Ll
AA AA
AA AAAA AMAD i

1) Onnote 4 le périmetre total des triangles blancs a la n-iéme étape.

n+l

3

On admet que 4, =0 et que pour tout entier naturel » ona U, =U, +

2) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,ona: , — 3((3) _1j tout entier
! 2

naturel 7.

13



>> Les rappels encadrés suivants sont a connaitre !!
Exercice 3 - Suites géométriques

Définition: Une suite (un )ne est dite géométrique lorsqu’il existe un réel 4 tel que pour tout entier

naturel n ona: u,, =qXxu, ¢ estappelélaraison de la suite.

Soit (un )ne est une suite géométrique de raison 4 et de premier terme u,

1) Démontrer que tout entier naturel n,ona: ; —y, xg"
n

sz . _ n-p
Plus généralementona: u, =u, xq "

2) Supposons gzl Démontrer que pour tout entier naturel 5, on a:
n 1_qn+1
Uy + Uy Ut = D U =ty ———
k=0 —-q
nombre de termes
Plus généralementon a: Premier terme
I-¢q

Exercice 4 - Suites arithmétiques

Rappel : Une suite (un )nE est dite arithmétique lorsqu’il existe un réel r tel que pour tout entier naturel

nona: u, . =u +r. restappelélaraison de la suite.

Soit (un) _ une suite arithmétique de raison r et de premier terme
n

1) Démontrer que tout entier naturel n,ona: u =u,+nxr

Plus généralementona: 4 = u, +(n—p)xr.

. < u,+u
2) Pour tout entier naturel »,ona: u,+u, +..+u, :Z“k :(n+])u_
k=0

Premier terme + Dernier terme
2

Plus généralement ona: Nombre de termes x

Exercice 5 - Suite arithmético-géométrique
On considere la suite (u,) définie par :

m Calculer u,; et us.

. 42
! Pour tout entier naturel n, on pose v, = u, — —.

5
a. Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la
raison.

b. En déduire une expression de v, en fonction de n, puis de u, en fonction de n.

10
! a. Calculer S = E Vp = Vg + vy + -+ + V0.
k=0
10
b. En déduire S’ = Zuk =g+ uy + -+ + uyp.
k=0

Exercice 6. On considére la suite (u” )ne définie par:
Uy =2
0 2 - Up — 2;
Ups1 = VneN '
n+1 3un + 1 Up + 1

Montrer que (v,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
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m Pour tout entier natureln =1,

n(n+1)(2n+1
P12 4324 2= )6( )
Exercice 7 - Une Suite bornée
12 —u
Soit (u,) la suite définie par : uy, = 0,5 et pour toutn € N,u,, . = T n
— Un

a) Onremarque qu'il existe une fonction f telle que pour toutn € Nona: u = f(u,).

Bitir le tableau de variation de f.
b) Démontrer par récurrence que la suite (u,) est bornée par 0 et 1,7.

Bl (2013, métropole). Soit 1a suite (u,) définie par u, = 2

etuypq = gun +§n+ 1 pourn = 0.

1. Calculer les 5 premiers termes de la suite. Quelle con-
jecture peut-on faire sur le sens de variation ?

2. a. Montrer que pour tout entier nonau, < n+ 3.
b. Montrer que pour tout entier n on a

1
un+1_un=§(n+3_un)

et en déduire le sens de variation de (u,,).
3. Montrer que la suite (v,) définie pour tout n par

’ ry o . 2 p .
v, = U, —n est géométrique de raison -. En déduire
3
I’expression de u,, en fonction de n.

@ Soit (u,,) la suite définie par u, = 3 et
1 4
vne N, u,;; = E(un + u—)

n
1. Etudier les variations sur |0; +oo[ de la fonction définie

par f(x) = é(x + %) et en déduire que

Vx € [2;4], f(x) € [2;4].
2. Endéduire: Vn € N, u,, € [2;4].

m Montrer que pour tout entier n = 1
1-34+5—+(CD"2n-1) =n(-1)"L.
Exercice 11
Pour tout entier naturel n, on considére la propriété
- 2" > n?,
1. Donner un entier n, pour lequel cette propriété est
fausse.
2. Résoudre dans R I’inéquation 2x% > (x + 1)% et en
déduire que pour tout entier naturel n = 3 on a,
2n? > (n+ 1)=%
3. Démontrer alors par récurrence que pour tout entier
n = ny + 1, la propriété est vraie.
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(w,) est la suite définie par w, = 2 et pour tout ~ >Arithmétique : démontrer par récurrence :
entier naturel n, w, ., = \/77n L] Pourtout entier naturel n, 4" — 1 est divisible par 3.
a) Démontrer par récurrence que pour tout entier natu-
reln0=sw,<w,, ,<7.

b) En déduire le sens de variation de la suite (w,,).

¥3 Pour tout entier naturel n, 4” — 1 — 3n est divi-
sible par 9.

&3 Pourtoutentier naturel n, 7 x 3°" + 4 estdivisible
Exercice 12 - Suite arithmético-géométrique par 11.

Tous les ans, au mois de septembre, Richard préleve 8,5 tonnes d’algues sur les plages de sa com-
mune.
Au 1°T septembre 2018, il y avait 230 tonnes d’algues sur ces plages.
Tous les ans, entre le 1°" octobre et le 1°" septembre suivant, la quantité d’algues sur ces plages aug-
mente de 4 %.
On note uy la quantité en tonnes d’algues présente sur les plages au 1 septembre de I'année 2018+ n.
Ainsi, up = 230.

1. Vérifier par le calcul que Richard disposera de 230,36 tonnes sur les plages au 1¢r septembre

2019.

2. Exprimer , _enfonctionde y, .
3. On se propose dans cette question de démontrer que,
pourtout n€ N, u, =221+9x1,04".
1¢re Méthode : Démontrer la propriété par récurrence.

2¢ méthode : En utilisant une suite auxiliaire :
Soit (v,) la suite définie par, pour tout n € N, v, = up —221.

a. Démontrer que (v,) est une suite géométrique de raison 1,04.
Préciser son premier terme.
b. Exprimer, pour tout n € i, v, en fonction de n.

c. En déduire que, pour tout n€ N, u,, =221+9x1,04".
4. Rédiger un programme traduit en Python permettant de connaitre I'année durant laquelle
la quantité d’algues présentes sur ces plages dépassera les 236 tonnes

Exercice 1- Verslanotion de Limite "B def seuil(A):

On considere la suite (w,,) définie -

par: wy=1letw,,; =2w, +1 | WJ\;-NWWW

pourn €N . - -E while w..... A
1. Observer la représentation de la -
suite (w,,) donnée par la | N
calculatrice. Quelle conjecture L :r‘eturn( )

peut-on faire sur la limite de la
suite (w,) ?

2. a. Montrer par récurrence que la suite (w,,) est positive.

b. En déduire que la suite (w,,) est croissante.

c. Compléter la fonction Python ci-dessous afin qu’elle renvoie le plus petit entiern pour
lequel w, >A
Compléter le tableau ci -dessous. Que peut-on en déduire sur la limite de la suite (w,,) ?
A 10* 1010 103° 10100
n

3.0n considere la suite (t,) définie pour tout entier naturel n par t, =w, + 1.
a. Montrer que (t,,) est une suite géométrique.
b. Déterminer I'expression de w,, en fonction de n.
c. Retrouver par le calcul le plus petit rang n, tel que pour toutn = n, : w,, > 10%.
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Exercice 2 - déterminer la limite d’'une suite

(u,) estla suite définie sur N par u, = Jn.
a) Déterminer un entier naturel N tel que pour tout entier naturel n > N, u, > 2 020.
b) Démontrer que la limite de la suite (u,,) est + ~c.

La suite (u,) est définie sur N paru, = — 2n?
a) Déterminer un entier naturel N tel que pour tout entier natureln > N, u, < — 10 000.
b) Démontrer que la limite de la suite (u,) est — ~c.

$EN Lasuite (v,) est définie sur N par v, = 4n>.

a) Déterminer un entier naturel N tel que pour tout
entier naturel n > N, v, > 10°.

b) Démontrer que la limite de la suite (v,)) est + ~c.

8 Lasuite (v,) est définie sur N par V, =— 10Vn.
a) Déterminer un entier naturel N tel que pour tout
entier naturel n > N, v, < — 10’

b) Démontrer que la limite de la suite (v,) est — ~c.

Exercice 5

Soit (U, ),»o la suite définie par u,, = #

Donner un indice a partir duquel ona 0 < u,, < 0,0001.

Démontrer que la suite (u,) converge vers 0

y 2
&2 Pour tout entier natureln =1, u, = T
n

Démontrer que la suite (u,,) a pour limite O.

1

Tt
n° +1
Conjecturer la limite de (v,,) a l'aide du tableur.

& (1) est la suite définie sur N* par 1, = 5 l
n

a) A partir de quel entier naturel n, 4,9 <1, <5172

b) A partir de quel entier naturel n, 4,99 <1, < 501?

c) a > 0 et 3 > 0 désignent deux nombres réels.

Démontrer que pour tout entier naturel n = 1,
S5—a<I,<5+Béquivautas —a<I,<5.

d) Démontrer que pour tout entier naturel n = 1,

&8 Pour tout entier naturel n, v, = 5 —

5—a<I,<5équivauta L] <n.
(81
e) En déduire la limite de la suite (I,,).

17] Soit ()21 la suite définie par u, = 2 + —.
1. Donner un indice a partir duquel on a u,, € ]1,99; 2,01].

2. Montrer que lim u, = 2.
n—+oo
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¥4 a) Pour tout entier naturel n, u,=8.2- 4y/n.

b) Pour tout entier natureln=1, v, = s + 2 +1.
n n
) Pour tout entier naturel n, w, = (8 — n)(2n* +1).
. . 1
XY a) Pour tout entier naturel n, u, = n + n’. d) Pour toutentier natureln =1, a, = [5 T (2~ n).
b) Pour tout entier naturel n, v, = nvn. e) Pour tout entier natureln=1, b, = 4 n'
) Pour tout entier natureln =1, w, = 2n — % 2—- =
) 40
d) Pour tout entier naturel n, h, = > L : T ROUtOUT et naRine! i = n+3
n°+3
Pour les exercices [l a [£), déterminer la limite de la
suite (u,) aprés avoir levé l'indétermination.
m Pour tout entier naturel n, u, = — n’+4n+ 2.
. n+41
¥ Pour tout entier naturel n, u, = ;
n-+ 2
; 40n +1
m Pour tout entier naturel n, u, — 5 :
n° +2
#H (u,) et (v,) sont les suites définies sur N par :
2 .
11" = 3n+1
u,,=n3—n2—20n+1et v, = —m—m—mm—
13n +10
Pour étudier la limite de chacune de ces suites :
a) justifier que I'utilisation des régles opératoires
conduit a une forme indéterminée ;
b) transformer |'écriture du terme général et lever
l'indétermination.
#E) Appliquer les regles opératoires sur les limites
Dans chaque cas, étudier la limite de la suite (u,,) définie sur N par:
2n% 4 3n
a)u,,=n2+8n+10 b)un=n2—200n c) n=2—+
10n“ — 4

&} Dans chaque cas, étudier la limite de la suite
définie sur N par:

a)u, =13n-6++n

b) v,,=2n—30\/;+4
100n

2n +3

Qw,=

@ Déterminer les limites des suites suivantes.
a u, = 1+§+3i2+---+3in
b. u, =1+2+2%+--42"



On considére la suite (u,,),,»o définie par

Uy = 0 et Upyq = /U, + 2 pour tout n € N.
1. Montrer que pourtoutn € N, 0 < u, < 2.

Montrer que pour toutn € N, 2 —u,, < 2,%1

2.

3. En déduire que (u,,) converge et préciser sa limite.

4. Ecrire et programmer un algorithme qui demande en
entrée un réel M avec 0 < M < 2 et qui renvoie le plus
petit entier n, tel que

n=2ny=>M<u, <2.

Soit (U, )nso la suite définie par
U, =0etu,,, = gun + 3 pour tout n € N.

1. Afficher les 10 premiers termes de (u,) sur la calcula-
trice. Quelle semble étre la limite de (u,) ?
2 n

2. Démontrer que pour tout entier n, u, = 5 (1 - (;) )

3. Démontrer la conjecture de la question 1.

BN (2013, Nouvelle-Calédonie). Soient deux suites (u,,) et
(v,) définies par uy = 2 et vy = 10 et

Uppq = 2ntP8 of Vpsp = u"?v" pour toutn € N.
Partie A
On considére ['algorithme ci-
contre. K«0
On exécute cet algorithme en sai- Ue2
sissant N = 2. V<10
Compléter le tableau ci-dessous Tantque K <N
donnant ['état des wvariables au KeK+1
cours de I’exécution de w ‘—2!1{ .
I"algorithme. U« -
K [w [ U [V Ve=
0 Fin Tant que
1 Retourner U, V
2
Partie B

1. a. Montrer que pour tout entier naturel n,
5
Un41 — Uns1 = E(Vn - Uy).
b. On pose w,, = v,, — u,,. Montrer que pour tout entier
5 n
naturel n, w, = 8 (E) .
2. a. Démontrer que la suite (u,) est croissante et que la
suite (v,,) est décroissante.
b. Déduire des résultats des questions 1.b. et 2.a. que
pour tout entier naturel nona u, < 10 et v, = 2.
¢. En déduire que les suites (u,) et (v,) sont conver-
gentes.
Montrer que les suites (u,,) et (v,,) ont la méme limite.

4. Montrer que la suite (t,) définie par t, = 3u, + 4y,
est constante.

w
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1G - Vecteurs, droites et plans de I'espace - Exercices

SECTION :
Exercice 1

Soit un cube ABCDEFGH et un plan (IJK)
tel que :

2— — 2— — 1
EEH, AJ :gAB et

_)
EI =
Déterminer l'intersection du plan (IJK)
avec le cube ABCDEFGH.

Exercice 2

ABCDEFGH est un cube d’aréte 8 cm.
M, N et P sont les points respectivement
des arétes [GH], [EF] et [AB] tels que :
EN=MG=PB=2cm

1) Construire les points Q et R, intersec-
tions du plan (MNP) avec les arétes
[BC] et [CG]

2) Vérifier que la section du cube par le
plan (MNP) est un pentagone

I

ABCDEFGH estun cube et I,

J, K sont les milieux respectifs e

FK = FG
T4

E

LA —_——_——

LA _————

des arétes [AB], [BC] et [AE].

1. Citer sans justifier :
a. deux droites sécantes ; K9
b. deux droites paralléles ; .

w)

- —----1--¥

\
\

L ]

c. deux droites non copla-
naires.

2. Préciser, en justifiant, la position relative :
a. des droites (FC) et (AF) ;
b. des droites (CI) et (AE) ;
c. des droites (EB) et (HC).

3. Préciser, en justifiant, la position relative :
a. de la droite (I)) et du plan (HGF) ;
b. de la droite (CD) et du plan (HEA) ;
c. de la droite (HK) et du plan (ABE) ;
d. de la droite (AB) et du plan (HIJ).

4. Préciser, en justifiant, la position relative :

des plans (DKH) et (FBJ) ;

des plans (AEF) et (AEG) ;

des plans (BDC) et (EAH) ;

des plans (ADG) et (EBC) ;

des plans (DIF) et (DBH).

A

o an s

@

E] On considere la pyramide SABCD ci-dessous. Complé-

ter la figure au fur et 4 mesure.

1. Déterminer le point d'intersection U de la droite (NP) et
du plan (ABC).

2. Déterminer le point d'intersection V de la droite (MN)
et du plan (ABC).

3. En déduire l'intersection des plans (MNP) et (ABC).

4. Déterminer le point d'intersection W de la droite (DC)
et du plan (MNP).

5. En déduire l'intersection du plan (MNP) et de la face
(SDC).

6. Déterminer la section de la pyramide SABCD par le plan
(MNP).
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Exercice 5

Déterminer la section du tétraedre
ABCD par le plan (EFG) tel que :

E centre de gravité du triangle ABD
scA ¢

— 1= =
et BF = -BC et CG =
2 5
D C

ABCD est un tétraedre. I et ] sont les milieux respectifs de [AD] et [BC]. K est le
point de 1’aréte [AB] tel que 3AK = AB.
1) a) Construire le point M intersection de la droite (IK) et du plan (BCD).

b) Démontrer que D est le milieu de [BM]. On appellera E le milieu de [BK] et
on tracera [ED]

2) a) En déduire la construction du point L intersection de [CD] et du plan (IJK).
b) Déterminer la valeur de k pour laquelle CL = kCD

Exercice 6

Exercice 7

Démontrer l'alignement de trois points

ABCD est un tétraédre de l'espace. I estle milieu de I'aréte [BD], G est le point
tel que AG = %AD et E est le point tel que AE — %AB

a) Exprimer chacun des vecteurs GE et GI en fonction des vecteurs AB

et AD.
b) En déduire que les points |, G et E sont alignés.

Exercice 8

Démontrer le parallélisme de deux droites

ABCDEFGH est le cube représenté ci-contre. :
I est le centre de la face BCGF, K est le milieu de [HG]| et J le point tel que BJ XBA'

a) Exprimer chacun des vecteurs AK et [J comme combinaison linéaire de AB,

AD et AE.
b) En déduire que les droites (AK) et (IJ) sont paralléles. E
H K, G
. /
E F
i LN
A I,
/ / B
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Exercice 9

ABCD est un tétraedre.
J est le milieu de [BC], H et F sont les points tels que :

AH = LB et AF — — 1AC.
4 2
a) Exprimer chacun des vecteurs FH et Fj en fonction

de AB et AC.
b) En déduire que les points F, H et J sont alignés.

Exercice 10
ABCD est un tétraédre. I est le milieu de [CD)],
J celui de [AI]. M et H sont les points tels que :
AM = 2AB et AH = Al
3 3. )
a) Exprimer chacun des vecteurs MH et BJ comme

combinaison linéaire de AB, AC et AD.
b) En déduire que les droites (MH) et (BJ) sont paralléles.

Exercice 11

ABCD est un tétraédre, I est le milieu de [BC]. Le
point G est le centre de gravité du triangle ABC, donc

— e
d’aprés I'exercice précédent: GA +GB +GC =0 .

On consideére le point K tel que :
—) == —3 — =
KA +KB +KC +KD =0
— — =
1) a) Démontrer que: 3KG +KD =0

b) En déduire que les points K, G et D sont alignés.

— =
2) Trouver le réel k tel que : DK = kDG puis placer

K sur la figure.

Exercice 12

Décomposer un vecteur dans une base

ABCDEFGH est le parallélépipéde rectangle représenté ci-contre.
On note I le milieu de [AB], O le centre de la face ADHE et J le point défini

. 1
ar HJ = —HG.
B 4

a) Justifier que (Aé, AD, AE) est une base de l'espace.
b) Décomposer les vecteurs Ol et Bj dans cette base.

Exercice 13

ABCD est un tétraédre. I, J et K sont les milieux respectifs des arétes [AB], D

[AC] et [AD]. L est le milieu du segment [JK].

a) Déterminer les coordonnées des points I, J, K et L dans le repere B

(A;AB,AC, AD).

b) Démontrer que les vecteurs IL, BC et CD sont coplanaires.
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Exercice 14 ABCDEFGH est le cube

représenté ci-contre. B

K est le milieu de [HB]. Bl £
a) Justifier que (AB, AD, AE) ™
est une base de l'espace. 5

b) Décomposer les vecteurs & "\"‘
BK et KD dans cette base. A 8

Exercice 15
ABCD est un tétraédre. I est le milieu de [BC],

J celui de [ID]. K est le point défini par AK = L)

a) Réaliser une figure. -

b) Déterminer les coordonnées des points 1, J et K dans
le repére (A;Aé, AC, Alj).

c) Les vecteurs A?, BC et CD sont-ils coplanaires ?

m ABCDEFGH est le parallélépipéde rectangle |
H G

Les points I et J sont définis par:
Ail= 1AB + 1AD et 8= 8C + - BF.
2 3 2 4

a) Réaliser une figure.

b) Décomposer chacun des vecteurs 1) et AG comme

combinaison linéaire des vecteurs Aé, AD et AE.
373 ABCDEF est le prisme
droit représenté ci-contre.
IetJsontles milieux des arétes
[BC] et [EF].
Mestlepointtel que AM = JC. A
Démontrer que le point M
appartient au plan (A;AE,Af).

] SABCD est la pyramide a base S
rectangulaire représentée ci-contre.

Kest le point défini par CK = f‘S—CD

a) Justifier qu'il existe deux réels
xetytels que:

AK = xAB + yBC.
b) Déterminer ces deux
nombres réels.

L3 ABCD est un tétraédre et M est le point défini par :
AM = 3AB — AC — AD.

a) Exprimer le vecteur BM en fonction des vecteurs BC

et BD.

b) A quel plan contenant une face du tétraédre le

point M appartient-il ?

FJ SABC est un tétraédre. 3
I estle milieu de I'aréte [BC].

On se place dans le repeére
(A; AB, AC, PTS).

Déterminer les coordonnées

des vecteurs ﬁs’, IC et IS. 5 !

A C

Pour les exercices [Zl a unrepére del'espace est
donné et on consideére les points suivants:
A(1;5;2);B(—2;3;4);C(—2;-2;0)etD(7;—3;1).
dZFJ Calculer les coordonnées :

a) des vecteurs AB et CD.

b) des milieux des segments [AB] et [CD].

Déterminer les coordonnées du point K tel que
ABCK soit un parallélogramme.

Calculer les coordonnées de chacun des vecteurs :

a) i = %AB’ +3CD b)V = f%AD' =BG

Dans un repére de |'espace, on donne les points:
A(3;2;—1),B(—3;0;5),C(1;1;—2)etD(—11;—3;10).
Les vecteurs AB et CD sont-ils colinéaires ?

Dans un repére de l'espace, on donne les points :
A(2;-1;4),B(3;2;—5)etC(—11;—40;121).
Ces points sont-ils alignés ?

Dans un repére de l'espace, on donne les points :
A(—4;-3;1),B(0;3;—-5),C(2;1;1)etD(3;5;-5).
Les droites (AC) et (BD) sont-elles paralléles ?

0.7, E) est un repére de l'espace.

On donne les points :
A(—2;1;0),B(1;3;5)etC(15;20; 25).

a) Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC.

b) Le point C appartient-il a la droite (AB) ?

Dans une base de l'espace, trouver des nombres
réels xetytels quelesvecteurs U(1; x;5) et vV(2; - 3; y)
soient colinéaires.
Dans une base de I'espace, on donne les vecteurs
u(1;-2;0), v(3;1;3) et w(—1;—-5;—3).
a) Calculer les coordonnées du vecteur 2u — vV — w.
b) En déduire quelesvecteurs u, vV et w sontcoplanaires.
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Exercice 16
On donne les points A(3; 0; 4),B(2; 3; 1),C(—1; 2; 3)etD(0;-1; 6).
1) Justifier que A, B, C et D sont coplanaires.
2) Quelle est la nature du quadrilatere ABCD?
Exercice 17
On donne les points suivants dans un repere orthonormé :
A(0; 1;3), B(vV2;0;2) et C(vV2;2;2)
Quelle est la nature du triangle ABC?
Exercice 18

x=1-3t
La droite A a pour représentation paramétrique: { y = —2+4+2t t€R
z=-1—-t

1) a) Déterminer le point I de A de parameétre 0.
b) Déterminer un vecteur # directeur de A.

c) Justifier qu’il existe un point de A d’abscisse 5.

2) La droite A passe-t-elle par le point A (—10 ; 13—6 ;— ?)

Exercice 19
On considere deux points A(1; 1; 0) et B(1, 2, 1) de l’espace.

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).
Exercice 20
On donne les droites d et d’ de représentations paramétriques suivantes :

x=3-—1t x=1
y=—-4+2t teR et y=3+3 seR
z=—4+3t z=—2s

1) Déterminer pour les droites d et 4’ un point et un vecteur directeur.

2) Montrer que les droites d et d’ sont sécantes puis déterminer leur point d'inter-
section.

Exercice 21
On donne les droites d et d’ de représentations parametriques suivantes :

xX=6-—3s x=-3+t
y=-7+2s seR et y=-3 teR
z=-1+s z=—-5+2t

Démontrer que d et d’ sont sécantes et puis déterminer les coordonnées de leur
point d’intersection.
Exercice 22

On note d; la droite passant par les points A(1; —2; —1) et B(3; —5; —2).

x= 142t
1) Montrer qu'une représentation paramétrique dedjest: {y=-2-3t , t€ R
z=—-1—t
xX=2-s
2) dj est la droite de représentation paramétrique: (y=-1+2s , s€ R
z=—s5

Démontrer que d; et d, ne sont pas coplanaires.
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1P - Probabilités - Rappel et loi Binomiale - Exos

Exercice 1

On étudie un test de dépistage pour une certaine maladie dans une population donnée. On sait
que 1% de la population est atteint de la maladie. Des études ont montré que si une personne est
malade, alors le test se révele positif dans 97 % des cas et si une personne n’est pas malade, le test
est négatif dans 98 % des cas.

Pour une personne a qui on fait passer le test de dépistage on associe les événements :

e M :lapersonne est malade,
o T':le test est positif.

1. Recopier et compléter sur la copie I'arbre de probabilité suivant en utilisant les données de

I'exercice.
T
M=
\ T
T
M=
\ ‘T

2. Justifier que P (Mn T) =0,0198.
3. Montrer que P(T) =0,0295.
4. Calculer Pr(M).

5. Une personne dont le test se révele positif est-elle nécessairement atteinte par cette mala-
die?

Exercice 2

Une agence de voyage propose deux formules week-end pour se rendre a Londres au départ de
Nantes. Les clients choisissent leur moyen de transport : train ou avion.

De plus, s'ils le souhaitent, ils peuvent compléter leur formule par I'option « visites guidées ».
Une étude a produit les données suivantes :

¢ 40% des clients optent pour 'avion;

¢ parmiles clients ayant choisi le train, 50 % choisissent aussi ’option « visites guidées »;

¢ 12% des clients ont choisi a la fois I'avion et 'option « visites guidées ».

On interroge au hasard un client de ’agence ayant souscrit a une formule week-end a Londres.
On considére les événements suivants :

— A: «leclient a choisi I’avion »;

— V:«leclient a choisi I'option « visites guidées » ».

1. Déterminer P4 (V).

2. Démontrer que la probabilité pour que le client interrogé ait choisi I'option « visites gui-
dées » est égale a 0,42.

3. Calculer la probabilité pour que le client interrogé ait pris 'avion sachant qu’il n’a pas
choisi I'option « visites guidées ». Arrondir le résultat au centiéme.

4. On interroge au hasard deux clients de maniére aléatoire et indépendante.
Quelle est la probabilité qu’aucun des deux ne prennent I’option « visites guidées »?
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Exercice 3

Un club de football est composé d’équipes adultes masculines, adultes féminines et d'équipes d’en-
fants. Chaque week-end, la présidente Claire assiste au match d'une seule des équipes du club et elle
suit :

¢ dans 10 % des cas, le match d’'une équipe adulte féminine;

¢ dans 40 % des cas, le match d'une équipe adulte masculine;

* dans les autres cas, le match d'une équipe d’enfants.
Lorsqu’elle assiste au match d’'une équipe masculine, la probabilité que celle-ci gagne est 0,6. Lors-
qu’elle assiste au match d’'une équipe d’enfants, la probabilité que celle-ci gagne est 0,54.

La probabilité que Claire voie I'équipe de son club gagner est 0,58.
On choisit un week-end au hasard. On note les événements suivants :

* F:«Claire assiste au match d'une équipe adulte féminine »;
* M : «Claire assiste au match d'une équipe adulte masculine »;
¢ E:«Claire assiste au match d’'une équipe d’enfants »;

* G:«I'équipe du club de Claire gagne le match ».

i

. Larbre de probabilité est donné en annexe 1. Le compléter au fur et a mesure de |'exercice.
2. Déterminer la probabilité p(M n G).

3. a. Démontrer que p(FnG) =0,07.

b. En déduire pr(G).

c. Laprobabilité quel’équipe adulte féminine gagne un match est0,47. La présence de Claire
semble-t-elle favoriser la victoire de I'équipe adulte féminine?
4. Claire annonce avoir assisté a la victoire d'une équipe du club. Quelle est la probabilité qu’elle
ait suivi le match d'une équipe adulte féminine?
Exercice 4

On dispose d'un paquet de cartes contenant un nombre identique de cartes de la catégorie « Sciences »
et dela catégorie « Economie ». Une question liée a un de ces deux thémes figure sur chaque carte.

Les cartes sont mélangées et on en tire une au hasard dans le paquet. Ensuite, on essaye de ré-
pondre a la question posée.

Un groupe de copains participe a ce jeu. Connaissant leurs points forts et leurs faiblesses, on
estime qu'ila:

« 3chances sur 4 de donner la bonne réponse lorsqu'’il est interrogé en sciences;

+ 1 chance sur 8 de donner la bonne réponse lorsqu'il est interrogé en économie.

On note S I'événement «La question est dans la catégorie Sciences » et B I'événement « La ré-
ponse donnée par le groupe est bonne ».

Partie A :

1. Calculer P(BN ).

2. Déterminer la probabilité que le groupe de copains réponde correctement a la question
posée.

3. Les évenements S et B sont-ils indépendants?
Partie B :

Pour participer a ce jeu, on doit payer 5 € de droit d'inscription. On recevra :

« 10 € sionest interrogé en sciences et que la réponse est correcte;

+ 30 € sionest interrogé en économie et que la réponse est correcte;

« rien sila réponse donnée est fausse.
Soit X la variable aléatoire qui, a chaque partie jouée, associe son gain. On appelle gain la diffé-
rence en euros entre ce qui est recu et les 5 € de droit d'inscription.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Que retourne la fonction Jeu écrite ci-dessous en langage Python avec les listes :
L=[-5;5; 25] et G = [0,5625; 0,375; 0,062 5] ?

def Jeu(L,G):
n = len(L)
E=0
for i in range(n):
E =E + L[i]*G[i]
return(E)



Exercice 5

Une urne contient une boule rouge et n boules blanches. On tire successivement et avec remise deux boules de l'urne.

1. Exprimer en fonction de
n la probabilité des événements suivants:
a. M : "Les deux boules sont de la méme couleur".
b. N :" Les deux boules sont de couleur différente".
On pourra éventuellement s'aider d'un arbre.
2. On considére le jeu suivant: le joueur perd
(n + 1)? euros si
M est réalisé et gagne
2(n+ 1)2 euros sinon. On appelle
X la variable aléatoire égale au gain (positif ou négatif) du joueur.
a. Déterminer la loi de probabilité de X.
b. Démontrer que E(X) = —n® + 4n — 1.
c. Pour quelles valeurs de n le jeu est favorable au joueur?
d. Si on laisse choisir au joueur le nombre de boules blanches, que doit-il répondre?

Exercice 6
Un site internet propose des jeux en ligne.

PartieA: /
Pour un premier jeu : Pn Gn\

« sil'internaute gagne une partie, la probabilité qu'il gagne la partie suivante est égale a 5 o+ Gpe1l
4
« sil'internaute perd une partie, la probabilité qu’il perde la partie suivante est égale a 5

S}

Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par G, I'événement «I'internaute gagne la n-iéme partie» -+ _Gpy1

et on note p, la probabilité de 'évéenement G,,. 1 _G /

Linternaute gagne toujours la premiére partie et donc p; = 1. ~Pn n\
1. Recopier et compléter I'arbre pondéré suivant :

1 1
2. Montrer que, pour tout z entier naturel non nul, p,4; = 5Pn + 5

1
3. Pour tout n entier naturel non nul, on pose u, = p, — 7

1
a. Montrer que (#,) nen €St une suite géométrique de raison E etde premier terme u; a préciser.

1\" 1
b. Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, p, = e (g) + e

c. Déterminer la limite de p,.

Exercice 7

Un joueur débute un jeu vidéo et effectue plusieurs parties successives.
On admet que:
« laprobabilité qu’il gagne la premiére partie est de 0,1;
« ¢'il gagne une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale 2 0,8;
« ¢'il perd une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0, 6.
On note, pour tout entier naturel » nonnul :
e G, l'évenement «le joueur gagne la n-iéme partie »;
e pplaprobabilité de I'événement G,,-
Onadonc p; =0,1.

. Montrer que p, = 0,62. On pourra s’aider d'un arbre pondéré.

. Le joueur a gagné la deuxieme partie. Calculer la probabilité qu’il ait perdu la premiére.

1 3
. Montrer que pour tout entier naturel » non nul, p,;; = Pn + 5

. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul,
3 13(1)"
)

6. Déterminer la limite de la suite (p,) quand n tend vers +oo.

1
2
3. Calculer la probabilité que le joueur gagne au moins une partie sur les trois premieres parties.
4
5

3
7. Pour quelles valeurs de I’entier naturel » a-t-on : 2 Pn <1072
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Exercice 8

Une urne contient trois dés équilibrés. Deux d’entre eux sont verts et possedent six faces numérotées de
1 a 6. Le troisieme est rouge et posséde deux faces numérotées 1 et quatre faces numérotées 6.
On prend un dé au hasard dans l'urne et on le lance. On note :

— VI'événement: «le dé tiré est vert »

— Rl’événement : «le dé tiré est rouge »

— §; I'événement : « on obtient 6 au lancer du dé ».

1. On tire au hasard un dé et on effectue un lancer de celui-ci.

a. Recopier et compléter I'arbre de probabilités ci-dessous.

b. Calculer la probabilité P (S,).

2. On tire au hasard un dé de I'urne. On lance ensuite ce dé n fois de suite. On note S,, 'événement :
«on obtient 6 a chacun des n lancers ».

a. Démontrer que :
P(S)—gx(l)n+1x(g)n
737 e)] 3713/

b. Pour tout entier naturel » non nul, on note p,, la probabilité d’avoir tiré le dé rouge, sachant
qu’on a obtenu le numéro 6 a chacun des 7 lancers.

Démontrer que :

1

=2x(i)"+1'

Pn

c. Déterminer le plus petit entier n tel que p, = 0,999 pour tout n > ny.

Exercice 9

Dans un zoo, 'unique activité d'un manchot est l'utilisation d'un bassin aquatique équipé d’un tobog-
gan et d'un plongeoir.
On a observé que si un manchot choisit le toboggan, la probabilité qu’il le reprenne est 0, 3.
Si un manchot choisit le plongeoir, la probabilité qu'il le reprenne est 0, 8.
Lors du premier passage les deux équipements ont la méme probabilité d’étre choisis.
Pour tout entier naturel z non nul, on considere I’événement :
— Ty :«lemanchot utilise le toboggan lors de son n-iéme passage. »
— P, : «le manchot utilise le plongeoir lors de son n-iéme passage. »
On consideére alors la suite (z,) définie pour tout entier naturel n > 1 par:

Un=p(Ty)

ol p (Ty) estla probabilité de I'événement T,.

1. a. Donnerles valeurs des probabilités p (T;), p (P;) etdes probabilités conditionnelles pr, (T2), pp, (T2).

1
b. Montrer que p (T3) = X
c. Recopier et compléter I’arbre suivant :

c. Recopier et compléter I’arbre suivant :

soe T
u Tn< n+1
n

T Pan
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d. Démontrer que pour tout entier n > 1, up41 =0,1u, +0,2.
e. Al'aide de la calculatrice, émettre une conjecture concernant la limite de la suite (u,).

2. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n» > 1 par :

vn:un_g.

. . . 1 . .
a. Démontrer que la suite (v,) est geometrique de raison B Préciser son premier terme.

b. Exprimer v, en fonction de n. En déduire I'expression de u, en fonction de n.
c. Calculer la limite de la suite (u,). Ce résultat permet-il de valider la conjecture émise en 1.
e.?
Activité - Vers la loi Binomiale
Le service de dépannage d'un grand magasin dispose d’équipes intervenant sur appel de la clientele.
Pour des causes diverses les interventions ont lieu parfois avec un retard. On admet que les appels se
produisent indépendamment les uns des autres et que, pour chaque appel, la probabilité d’un retard
est 0,25. Un client appelle le service a 3 reprises. On désigne par X la variable aléatoire qui est égale
au nombre de fois ou ce client a dl subir un retard.
1) Réaliser un arbre de probabilités.
2) Déterminer la loi de probabilité de X.
3) Calculer E(X)
4) Calculer P(X > 1). Interpréter.

Exercice 10
Les résultats seront donnés sous forme décimale en arrondissant a 10~
Dans un pays, il y a 2 % de la population contaminée par un virus.

PARTIEA

On dispose d’un test de dépistage de ce virus qui a les propriétés suivantes :
— La probabilité qu'une personne contaminée ait un test positif est de 0,99 (sensibilité du test).
- La probabilité qu'une personne non contaminée ait un test négatif est de 0,97 (spécificité du
test).
On fait passer un test a une personne choisie au hasard dans cette population.
On note V I'événement «la personne est contaminée par le virus » et T I'événement «le test est positif».
V et T désignent respectivement les événements contraires de V et T.
1. a. Préciser les valeurs des probabilités P(V), Py (T), PV(T).
Traduire la situation a I'aide d’un arbre de probabilités.
b. En déduire la probabilité de I'évenement VN T.
2. Démontrer que la probabilité que le test soit positif est 0,049 2.
3. a. Justifier par un calcul la phrase :
«Sile test est positif, il n'y a qu'environ 40 % de « chances » que la personne soit contaminée ».

b. Déterminer la probabilité qu'une personne ne soit pas contaminée par le virus sachant que
son test est négatif.

PARTIE B

On choisit successivement 10 personnes de la population au hasard, on considére que les tirages sont

indépendants.

On appelle X la variable aléatoire qui donne le nombre de personnes contaminées par le virus parmi ces

10 personnes.
1. Quelle loi suit la variable aléatoire X. Justifier.
2. Calculer la probabilité qu'’il y ait exactement deux personnes contaminées parmi les 10.
3. Calculer la probabilité qu’il y ait au moins deux personnes contaminées parmi les 10.
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Exercice 11

Un commerc¢ant vend deux types de matelas : matelas RESSORTS et matelas MOUSSE.
On suppose que chaque client achéte un seul matelas.
On dispose des informations suivantes :

¢ 20% des clients achétent un matelas RESSORTS.
Parmi eux, 90 % sont satisfaits de leur achat.

¢ 82 % des clients sont satisfaits de leur achat.

Les deux parties peuvent étre traitées de maniere indépendante.
Partie A
On choisit au hasard un client et on note les événements :

¢ R:«leclient achete un matelas RESSORTS »,

e S:«leclient est satisfait de son achat ».

On note x = Py(S), ou Pg(S) désigne la probabilité de S sachant que R n’est pas réalisé.

1. Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-contre dé-
crivant la situation.

R

»|

2. Démontrer que x =0, 8.

3. On choisit un client satisfait de son achat.

Quelle est la probabilité qu'il ait acheté un matelas
RESSORTS?

On arrondira le résultat 2 1072,

ANA

»l

Partie B

1. On choisit 5 clients au hasard.

On considére la variable aléatoire X qui donne le nombre de clients satisfaits de leur achat
parmi ces 5 clients.

a. On admet que X suit une loi binomiale. Donner ses parametres.
b. Déterminer la probabilité qu’au plus trois clients soient satisfaits de leur achat.
On arrondira le résultat 2 1073,
2. Soit n un entier naturel non nul.

On choisit a présent n clients au hasard. Ce choix peut étre assimilé a un tirage au sort avec
remise.

a. Onnote p,, la probabilité que les n clients soient tous satisfaits de leur achat.
Démontrer que p, =0,82".

b. Déterminer les entiers naturels n tels que p, <0,01.
Interpréter dans le contexte de I’exercice.
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Exercice 12

Dans une association sportive, un quart des femmes et un tiers des hommes adhére a la section tennis.
On sait également que 30 % des membres de cette association adherent a la section tennis.

On choisit au hasard un membre de cette association et on note :

— Fl'événement «le membre choisi est une femme »,

— Tl'événement «le membre choisi adhére a la section tennis ».

1. Montrer que la probabilité de I'événement F est égale a %

2. On choisit un membre parmi les adhérents a la section tennis.
Quelle est la probabilité que ce membre soit une femme ?

Pour financer une sortie, les membres de cette association organisent une loterie.

1. Chaque semaine, un membre de I’association est choisi au hasard de maniére indépendante pour
tenir la loterie.

a. Déterminer la probabilité pour qu’en quatre semaines consécutives, il y ait exactement deux
fois un membre qui adhére a la section tennis parmi les membres choisis.
b. Pour tout entier naturel » non nul, on note p,, la probabilité pour qu’en n semaines consécu-
tives, il y ait au moins un membre qui adhére a la section tennis parmi les membres choisis.
Montrer que pour tout entier n nonnul, p, =1- (5)".
c. Déterminer le nombre minimal de semaines pour que p,, > 0,99.
2. Pour cette loterie, on utilise une urne contenant 100 jetons; 10 jetons exactement sont gagnants
et rapportent 20 euros chacun, les autres ne rapportent rien.
Pour jouer a cette loterie, un joueur doit payer 5 € puis tire au hasard et de fagon gimultanée deux
jetons del'urne : il recoit alors 20 euros par jeton gagnant. Les deux jetons sont ensuite remis dans
I'urne.

On note X la variable aléatoire associant le gain algébrique (d
joueur lors d'une partie de cette loterie.

ction faite des 5€) réalisé par un

a. Déterminer la loi de probabilité de la vari

b. Calculer I'espérance mathémati

tenu.

aléatoire X.

e la variable aléatoire X et interpréter le résultat ob-

ATTENTION traiter le cas Successivement... On traitera le cas demandé avec la partie COMBINATOIRES

Exercice 12

L'urne U, contient trois boules rouges et une boule noire.

Lurne U, contient trois boules rouges et deux boules noires.

Une partie se déroule de la fagon suivante : le joueur lance le dé; si le résultat est 1, il tire au hasard une
boule dansI'urne U, sinon il tire au hasard une boule dans I'urne Us.

On considére les événements suivants :

A: «obtenir 1 en langant le dé »

B : «obtenir une boule noire ».

1. a. Construire un arbre pondéré traduisant cette expérience aléatoire.

3
b. Montrer que la probabilité d’obtenir une boule noire est e
c. Sachant que I'on a tiré une boule noire, calculer la probabilité d’avoir obtenu 1 en lancant le
dé.
2. On convient qu’'une partie est gagnée lorsque la boule obtenue est noire. Une personne joue dix

parties indépendantes en remettant, aprés chaque partie, la boule obtenue dans 'urne d’ou elle
provient. On note X la variable aléatoire égale au nombre de parties gagnées.

a. Calculer la probabilité de gagner exactement trois parties. On donnera le résultat arrondi au
milliéme.

b. Calculer la probabilité de gagner au moins une partie. On donnera le résultat arrondi au mil-
lieme.

c. On donne le tableau suivant :

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P(X<k) | 00091 0,063 7 0,2110 0,4467 0,694 3 0,8725 0,961 6 0,992 2 0,9990 0,999 9

Soit N un entier compris entre 1 et 10. On considére 'événement : «la personne gagne au
moins N parties ».

N 1
A partir de quelle valeur de N la probabilité de cet évenement est-elle inférieure a 10 ?



3A - Limites d’'une fonction

m Indiquer les limites en —oo et +co0 de chacune des fonc-
tions représentées ci-dessous et préciser les asymptotes.

N

IZl Indiquer les limites aux bornes de I’ensemble de défini-
tion de chacune des fonctions représentées ci-dessous, pré-
ciser les asymptotes et construire le tableau de variations.

Exercice 3 f est la fonction définie sur R par f(x) = x® — 5x + 2.

Calculer la limite de la fonction f'aux bornes de son ensemble de définition.

fest la fonction définie sur R par:
Exercice 4 fx) = —x*+3x+1.
Calculer la limite de la fonction f'aux bornes de son ensemble de définition.

Exercice 5 soit f et g les fonctions définies par
flx) = P>+ L 2x+1
x+1 g(\) - x—3 ’

Calculer la limite des fonctions aux bornes de leur ensemble de définition. Préciser les asymptotes.

Exercice 6

3_
Soit f la fonction définie sur I = ]—1; +oo[ par f(x) == xi’;ﬂ et Cf sa courbe représentative.

— 2
1°) Etudier les variations de f sur I. Vous montrerez que f'(x) = L I)gL;SHS)
2°)

(a) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +co.
(b) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers -1.
(c) Interpréter graphiquement les résultats.
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Exercice 7

2
Soit f la fonction définie sur | 1 ; +oo[ par f(x) = % et Cf sa courbe représentative.

(a) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo.
(b) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers 1.

La courbe Cf admet-elle des asymptotes? Si oui, en donner les équations.
5

x—-1

(c) Montrer que f(x) peut se mettre sous la forme que f(x) = 4 + x +
(d) Calculer lirp f(x) —(4+x).
X—+00

(e) Soit la droite A: y = 4 + x. Etudier la position de Cf par rapport a A.
(f) Soit M un point de Cf et N un point de A de méme abscisse x. Interpréter graphiquement le résultat du (d).

Exercice 8
Soit f la fonction définie sur |—2; +oo[ par f(x) =
1°) Etudier les variations de f sur [.
2°)
(a) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo.
(b) Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers -2.

6+3x—x°
x+2

et Cf sa courbe représentative.

3°) Soient a, b et c trois réels. Montrer que f(x) peut se mettre sous la forme que f(x) = ax + b + ﬁ
(a) Calculer lirP fx)—(—x+5).
X—+00

(b) Soit la droite A: y = —x + 5. Etudier la position de Cf par rapport a A.
(c) Soit M un point de Cf et N un point de A de méme abscisse x. Interpréter graphiquement le résultat du (d).

Exercice 9
Etudier les limites aux bornes du domaine de définition de la fonction f définie par :
x+4
f(x) - xz —x — 6

On précisera les asymptotes éventuelles

Exercice 10

1. fest la fonction définie sur R par f(x) = e —x — 1.
a) Etudier les variations de f.
b) En déduire que pour tout réel x, e* = x + 1.

2. g est la fonction définie sur [0 ; + oo[ par g(x) = e* — %.\'2.

a) Déterminer la fonction dérivée de g. Déduire de la question 1. que g est croissante sur [0 ; + ~c|.

X

. 1 e .. . e
b) En déduire la limite en + ~ de la fonction x +— —.
X

&[] festlafonction définie sur R par:
f(x) = 5x — 4cos(x).
Déterminer la limite de la fonction fen + oc.
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Exercice 12
' Déterminer une limite par encadrement
. s 3 + cos(x)
p A S s . g est la fonction définie sur |0; + oo par g(x) = ————.
Déterminer une limite par comparaison ¢

) o , a) Démontrer que pour tout réel x > 0, % =g(x)= iz
f est la fonction définie sur R par f(x) = x — sin(x). X X

Déterminer la limite de la fonction fen — ~. b) En déduire la limite de la fonction g en + oo.

& E] gestlafonction définie sur]0; + oo par:
cos(x)
glx) =—.

a) Démontrer que pour tout réel x > 0,
1 1
——=<g(x)=<-.
X X

b) En déduire la limite de la fonction g en + ~c.

1] Utiliser la croissance comparée de x — x" et exp en + oo

h est la fonction définie sur R par h(x) = e* — x*. Etudier la limite de la fonction h en + ~.

fEE] h estlafonction définie surR par: Etudier la limite de la fonction h:

h(x) =e" —x*+ 2x + 3. a)en+ oo; b) en — ~c.
[73] festlafonction définie sur R par:

1
f(x)zex—zxz—x—l

1) Etudier les variations de f’

2) Calculer f'(0) puis en déduire le signe f'(x)

3) En déduire le tableau de variations de f

4) Calculer f(0) et en déduire le signe de f(x)

5) Compléter le tableau de variations de f en y ajoutant les limites aux bornes

&3 Dans chaque cas, étudier la limite de la fonction
définie sur R, en + oo, puis en — oo.

a)f(x)=e"+e " Conseil : utiliser e = i\
b) g(x) =x(1+¢ %) e
3" _ 5 §[E] g estlafonction définie sur R par :
] festlafonction définie sur R par f(x) = ——. g(x) =e sin(x).
2e" +7 On note ¢ la courbe représentative de la fonction g dans
a) Etudier la limite de fen — . un repére orthonormé.
3_5g ¥ 1. a) Utiliser un encadrement de g(x) pour étudier la
b) Démontrer que pour tout réel x, f(x) = —. limite de g en + ~c.
2+7e ¥ b) En déduire une asymptote d a la courbe €.
En déduire la limite de fen + oc. c) Montrer que la courbe 6 coupe une infinité de fois
c) Interpréter graphiquement ces résultats. son asymptote d.
2. Numa affirme : « La limite de la fonction g en — ~
est + oo ».

Expliquer pourquoi Numa se trompe.
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Exercice COMPOSEES DE FONCTIONS

Déterminer les limites suivantes a 1’aide du théoreme de composition :

1) lim vV—-x3+x2+x 2) lim e 2’+5
X——00

xX—+00
[—x+1 . 1
i 4) lim —
3) xl—1>IPoo x2 41 ) x——1t /1 — x2
1 1
5) lim cos (nx+ ) 6) lim cos (—)
xX——00 x+2 x—>+00 ex
_2 ) . —
7) lim ex+3 et lim ex+3 8) lim verxt

x——3t x——3"
Probléme 1

On considére la fonction f définie et dérivable sur I'ensemble R des nombres réels par

X
f(x)=ax+b+e—x

Voici la courbe Cf représentative de la fonction f et sa tangente T au point d’abscisse 0.

cf

Partie A :

1) Déterminer graphiquement f'(0) et £(0)
2) Calculer f'(x).
3) En déduire les valeurs de a et de b puis I’expression de f ()



Partie B :

1. Soit g la fonction définie et dérivable sur 'ensemble R par
gx)=1-x+e".

Dresser, en le justifiant, le tableau donnant les variations de la fonction g sur R (les limites de g aux
bornes de son ensemble de définition ne sont pas attendues).

En déduire le signe de g(x).
2. Déterminer la limite de f en —oo puis la limite de f en +oo.

3. On appelle f'la dérivée de la fonction f sur R.
Démontrer que, pour tout réel x,

fl(x)=e*gx).

4. En déduire le tableau de variation de la fonction f sur R.

Probléme 2

Partie A
Soit la fonction g définie par: g(x) =Vx2 —x+1.

1) Justifier que g(x) existe pour tout x > 0.
2) Calculer xlier g(x).

3) a) Calculer g'(x) et étudier son signe.
b) Dresser le tableau de variationsde g sur [ 0; + oo [.

Partie B
On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par : f(x) = V/x.

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;1,)).
M est un point de la courbe de C et on note x son abscisse.
A est le point de coordonnées (1 ; 0).

1) Exprimer la distance AM en fonction de x.
2) Déterminer la position du point M pour laquelle la distance AM est minimale.

3) Quelle est cette distance minimale ?
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2G - Produit scalaire et Orthogonalité dans I'’espace

Positions relatives - Complément

Rappel : Pour démontrer qu’une droite (d) est paralléle a un plan (P) on peut montrer qu’un vecteur
directeur de (d) est combinaisons linéaires deux vecteurs non colinéaires du plan (P)

#I] Démontrer qu’une droite et un plan sont paralléles

ABCDEFGH est le parallélépipéde rectangle représenté ci-contre.

I, J et K sont les milieux respectifs des arétes [AD], [BC]| et [FG].

a) Démontrer que AK = IG.

b) En déduire I'écriture de AK comme combinaison linéaire des
vecteurs 1J et IH.

c) En déduire que la droite (AK) est paralléle au plan (IJH).

4] ABCD est un tétraédre. G est le point tel que
DG = %D_f ou I est le milieu de [BC].

E et F sont tels que BF = lA_B’ et AE = %E
a) Réaliser une figure.

b) Décomposer EF comme combinaison linéaire des
vecteurs B? et B_lj

c) En déduire que la droite (EF) est paralléle au plan
(BCD).

X1 ABCDEFGH estle cube H 9
représenté ci-contre. ;
M et J sont les points définis .
par:
DM = 15C et BJ = 2BC. !
3 3 //""M"""“'\ >
a) Décomposer le vecteur e
HM en fonction des
vecteurs GE et GJ.
b) En déduire la position relative de la droite (HM) et du
plan (EG)).
€A d est la droite qui passe par le point A(—1;2;2)
et de vecteur directeur 4(1;0;3).
d’ est la droite qui passe par le pointB(— 4;5;7) et de
vecteur directeur v(—2;6;22).
M est le point de coordonnées (— 3;2; — 4).
a) Démontrer que le point M appartient a la droite d.
b) Le point M appartient-il a la droite d’ ?
¢) En déduire la position relative des droites d et d’.

Ondonnele point A(2; — 1; — 3) et les vecteurs
U(2;1;0) et v(—1;4;5).

% désigne le plan (A;u,V).

1.a) Le point B(— 2; 6; 7) appartient-il au plan % ?

b) M est le point tel que B soit le milieu de [AM].
Justifier que M appartient au plan .

2.0n donne le point C(12; —8; — 11).

a) Ce point appartient-il au plan % ?

b) Déterminer la position relative de la droite (MC) et
du plan .

H ~

E
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Produit scalaire

a Produit scalaire du plan a I'espace

Pour calculer le produit scalaire 4 - v de deux vecteurs de I'espace, on choisit trois points O, M, N tels que
U = OM et v = ON, puis on calcule OM - ON dans un plan & contenant les points O, M, N.

On modélise un Rubik’s cube par un cube ABCDEFGH d‘aréte 1 représenté ci-dessous.
H
G

n a) Dans chaque cas, calculer le produit scalaire.
« AD- AH (utiliser le plan (ADE))
« AD-AB
« AD-AG (utiliser le plan du rectangle AFGD)
b) En déduire que dans |'espace, on a également AD~(AH ¢ Aé) = AD-AH + AD- AB.

BN Lesvecteurs i et v sonttels que i — AF et v = BG.
a) Choisir des représentants des vecteurs u et v dont les extrémités appartiennent a un méme plan.
b) Calculer alors 4 - v.

B Calculer EA-DC. Que peut-on dire des vecteurs EA et DC ?
On dit alors que les droites (EA) et (DC) sont orthogonales.

+c 4l Calculer un produit scalaire

S ABCDEFGH est un cube d'aréte 1.
~_b--c a) Calculer AB-DG.
: b) Utiliser la décomposition DF = DG + GF pour calculer AB-DF.

\

#E1 Utiliser le produit scalaire pour déterminer un angle

ABCD est un tétraédre régulier (chaque face est un triangle équilatéral) d'aréte 6.

I et J sont les milieux respectifs des arétes [BC] et [CD].

a) Calculer /ﬁ-/\?, AB-AD et ITCE, puis Al et AJ.

b) Calculer Al-AJ en utilisant les égalités AB -+ AC = 2AI et AC + AD = 2AJ. 6 D
¢) Exprimer ce produﬁscalalre en fonction de cos(IAJ) et en déduire la mesure, I <)
en degré, de I'angle TAJ. Arrondir au dixiéme.

41 On reprend le cube d’aréte 1 de I'exercice Bl
a) Calculer BE - CG.

b) Utiliser la décomposition BH = BE + EH pour cal-
culer BH- CG.

4N On reprend le tétraddre d’aréte 6 de l'exer-
cice [EN.

a) Calculer DA - DI.

b) Déterminer cos(ﬁ) et en déduire la mesure, en
degré, de l'angle ADI. Arrondir au dixiéme.
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&FX] ABCD est un tétraédre D
régulier d'aréte 2. T et J sont les
milieux respectifs des segments

[BC] et [AC].

Calculer chaque produit scalaire. A S
a) AD- AJ b) AB-AC B!

c) AB-IJ d) DI-DC

$EIl U et V sont deux vecteurs de I'espace tels que
lal =1, 117l =2, IV — ]| = V5.
Calculer G -v.

$EI] G et vV sont deux vecteurs de l'espace tels que :
lldll =3, IV[[=5, [lu+V]| =4
Calculer u-v.

A
ABCD est le tétraédre ci-contre. ‘
a) On donne AB-AC = 6. s
Déterminer la mesure, en b
radian, de I'angle BAC.
b) On donne AC-AD = 8. B
Déterminer la longueur AD.
Arrondir au dixieme.
pA
PBE] ABCDEFGH est un cube d'aréte a, avec a > 0.
Les points M et N sont les centres H
des faces BCGF et EFGH. . 8
EE=
a) Vérifier que AM? = %az. ! f
b) Exprimer AN? et MN? en fonc- Dy ... _| Nc
tion de a. ]
¢) En déduire la valeur du pro- A B
duit scalaire AM - AN.
$EL) Ce cube a pour aréte 2. H : G
I est le point de l'aréte [AE| tel E , !
— 11— " T
que Al = —AE et J est le milieu D
3 1 21 ¢
de l'aréte [FG]. . 5

Calculer le produit scalaire BI-BJ.
Conseil : écrire que Bl = BA + Al et BJ =BA + AJ.

5] ABCD est un tétraedre régu-

lier d’aréte a.

I et J sont les milieux respectifs I

des arétes [AB] et [DC]. B b 7] Dans l'espace, ii et v sont deux vecteurs de
a) Exprimer AB-AD et AB-AC en J méme norme.

fonction de a. C Démontrer que les vecteurs 4 —V et U+ V sont
b) En déduire AJ- Al orthogonaux.
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Exercices Type BAC
Exercice 1

L'espace est rapporté un repere orthonormal ou1 'on considére :
e lespointsA(2; -1;0)B(1;0; -3),C(6;6; 1)etE(l;2; 4);

Le plan £? d’équation cartésienne 2x—y—z+4 =0.

1. a. Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.

b. Calculer le produit scalaire BA - BC puis les longueurs BA et BC.
c. En déduire la mesure en degrés de I'angle ABC arrondie au degré.
a. Démontrer que le plan 22 est parallele au plan ABC.

b. En déduire une équation cartésienne du plan ABC.
c.

Déterminer une représentation paramétrique de la droite 2 orthogonale au plan
ABC et passant par le point E.

d. Démontrer que le projeté orthogonal H du point E sur le plan ABC a pour coor-
1
données (4 S R
2°2
1
3. Onrappelle que le volume d'une pyramide est donné par 7 = g.@h ol 2B désigne 'aire
d’une base et & la hauteur de la pyramide associée a cette base.

Calculer l'aire du triangle ABC puis démontrer que le volume de la pyramide ABCE est
égal a 16,5 unités de volume.

Exercice 2

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé (0 H 2R I8 k), on considere :
¢ le point A de coordonnées (—1; 1; 3),

x = 142t
+ la droite 2 dont une représentation paramétriqueest:< y = 2-t¢, t€R.
z = 242t

On admet que le point A n’appartient pas a la droite 2.

1. a. Donner les coordonnées d’un vecteur directeur u de la droite 2.
b. Montrer que le point B(-1; 3; 0) appartient a la droite 2.

c. Calculer le produit scalaire AB-u.

2. On note £ le plan passant par le point A et orthogonal a la droite 2, et on appelle H le point
d’intersection du plan £ et de la droite 2. Ainsi, H est le projeté orthogonal de A sur la droite
2.

a. Montrer que le plan 22 admet pour équation cartésienne : 2x—y+2z—-3=0.
b. En déduire que le point H a pour coordonnées (g ; 19—9 ; ?)
c. Calculer la longueur AH. On donnera une valeur exacte.
3. Dans cette question, on se propose de retrouver les coordonnées du point H, projeté orthogonal
du point A sur la droite 2, par une autre méthode.

On rappelle que le point B(-1; 3 ; 0) appartient a la droite 2 et que le vecteur U est un vecteur
directeur de la droite 2.

a. Justifier qu'il existe un nombre réel k tel que HB=ku.

— -

AB-u
>

=
[«

c. Calculer la valeur du nombre réel k et retrouver les coordonnées du point H.

b. Montrer que k =
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4. On consideére un point C appartenant au plan £ tel que le volume du tétraedre ABCH soit égal

.8
a—.
9

Calculer l'aire du triangle ACH.

1
On rappelle que le volume d'un tétraédre est donné par: V = 3> 9B x h ou 2B désigne l'aire
d’une base et h la hauteur relative a cette base.

Exercice 3

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé [O IR AR I k), on considere :
¢ leplan 27, dont une équation cartésienne est 2x + y—z+2 =0,

1
¢ le plan £, passant par le point B(1; 1; 2) et dont un vecteur normal est 71; -1/
1

—
1. a. Donner les coordonnées d'un vecteur n, normal au plan 22,.

b. On rappelle que deux plans sont perpendiculaires si un vecteur normal a 'un des plans
est orthogonal a un vecteur normal a I'autre plan.
Montrer que les plans 2?; et 2, sont perpendiculaires.

2. a. Déterminer une équation cartésienne du plan 22,.

b. Onnote A la droite dont une représentation paramétrique est: { y -2+t , telR.

I
~

z
Montrer que la droite A est I'intersection des plans 27, et 2.

On considere le point A(1; 1; 1) et on admet que le point A n'appartient ni a ?; ni a %%,.

On note H le projeté orthogonal du point A sur la droite A.

3. Onrappelle que, d’apres la question 2. b, la droite A est 'ensemble des points M; de coordon-
nées (0; -2+ t; t), ou t désigne un nombre réel quelconque.

a. Montrer que, pour tout réel t, AM, = V212 -8t +11.
b. En déduire que AH = /3.

4. On note 2 la droite orthogonale au plan 2, passant par le point A et H; le projeté orthogonal
du point A sur le plan 27;.

a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite 2.

1 15
b. En déduire que le point H; a pour coordonnées (— 373 5]
1
5. Soit H; le projeté orthogonal de A sur le
plan 2.
On admet que H, a pour coordonnées
4 2 4
(— HEH —) et que H a pour coordonnées
3 3 3
(0;0;2). H,;

Sur le schéma ci-contre, les plans 2, et
2, sont représentés, ainsi que les points
A: le HZ! H.

Montrer que AH; HH, est un rectangle.

P>
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Exercice 4

—_— — —
Dans I'espace, rapporté a un repére orthonormé (O 1, ], k ), on consideére les points :

A2;0;3),B0;2;1),C(-1;-1;2)etD(3; -3; -1).
1. Calcul d’'un angle

a. Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC et en déduire que les points A, B et C ne
sont pas alignés.

b. Calculer les longueurs AB et AC.

c. Alaide du produit scalaire AB - AC, déterminer la valeur du cosinus de I'angle BAC puis
donner une valeur approchée de la mesure de I'angle BAC au dixieme de degré.

2. Calcul d’une aire

a. Déterminer une équation du plan £? passant par le point C et perpendiculaire a la droite
(AB).

b. Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).

c. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal E du point C sur la droite (AB), c’est-a-
dire du point d’intersection de la droite (AB) et du plan 22

d. Calculer I'aire du triangle ABC.
3. Calcul d’'un volume

a. Soitle point F(1; —1; 3). Montrer que les points A, B, C et F sont coplanaires.
b. Vérifier que la droite (FD) est orthogonale au plan (ABC).

c. Sachant que le volume d’un tétraedre est égal au tiers de I’aire de sa base multiplié par sa
hauteur, calculer le volume du tétraedre ABCD.

Exercice 5

Le solide ABCDEFGH est un cube. On se place dans le repére orthonormé (A;
I'espace dans lequel les coordonnées des points B, D et E sont :

,7, 75) de

B@3;0;0),D(0;3;0etEW0;0;3).

H
E F: G
|
|
|
|
|
|
— — |
k1l ,—"’I\~~\
QD “=-=Jdc
A—» /
! B

On considere les points P(0; 0; 1), Q(0; 2; 3) et R(1; 0; 3).
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1. Placer les points P, Q et R sur la figure en ANNEXE qui sera a rendre avec la copie.
2. Montrer que le triangle PQR est isocéle en R.
3. Justifier que les points P, Q et R définissent un plan.
4. Ons’intéresse a présent a la distance entre le point E et le plan (PQR).
a. Montrer que le vecteur 7[(2 ; 1; —1) est normal au plan (PQR).
b. En déduire une équation cartésienne du plan (PQR).
c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (d) passant par le point
E et orthogonale au plan (PQR).
d. Montrer que le point L(g ; % ; g) est le projeté orthogonal du point E sur le plan
(PQR).
e. Déterminer la distance entre le point E et le plan (PQR).
5. En c:2hoisissant le triangle EQR comme base, montrer que le volume du tétraédre EPQR
est —.

3
On rappelle que le volume V d’un tétraédre est donné par la formule :

|
V= 3 x aire d'une base x hauteur correspondante.

6. Trouver, a I'aide des deux questions précédentes, I'aire du triangle PQR.

Exercice 6

Lespace est rapporté a un repére orthonormé (O ; _>, 7, ?)
On considere les points A(10; 0; 1), B(1; 7; 1) et C(0; 0; 5).

z

C

1. a. Démontrer que les droites (OA) et (OB) ne sont pas perpendiculaires.

b. Déterminer la mesure, en degré, de 'angle AOB, arrondie au dixieme.
2. Vérifier que 7x+ 9y — 70z = 0 est une équation cartésienne du plan (OAB).
3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (CA).

4. Soit D le milieu du segment [OC]. Déterminer une équation du plan P paralléle au plan
(OAB) passant par D.

5. Le plan P coupe la droite (CB) en E et la droite (CA) en E

Déterminer les coordonnées du point E On admet que le point E a pour coordonnées
1.7
235 3).
2727

6. Démontrer que la droite (EF) est paralléele a la droite (AB).




Exercice 7

On considére le prisme droit ABFEDCGH, de base ABFE,
trapéze rectangle en A.

On associe a ce prisme le repére orthonormé (A ; T, 7, _Ig)
tel que:

—_
1

— l - .
De pluson a BF = EAE
On note I le milieu du segment [EF].
On note J le milieu du segment [AE].

1. Donner les coordonnées des points I et J.

-1
2. Soit 7; le vecteur de coordonnées ( 1 )

a. Montrer que le vecteur 7 estnormal au plan (IG)).
b. Déterminer une équation cartésienne du plan (IGJ).
3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite d, perpendiculaire au plan (IGJ) et
passant par H.
4. Onnote L le projeté orthogonal du point H sur le plan (I1G)).
8 4 16
Montrer que les coordonnées de L sont (§ ; 3 ; ?)
5. Calculer la distance du point H au plan (IG)).
6. Montrer que le triangle IGJ est rectangle en L.

7. En déduire le volume du tétraédre IGJH.

Exercice 8

Dans 'espace muni du repére orthonormé (O; 7, 7, 75) d’unité 1 cm, on consideére les points
A, B, C et D de coordonnées respectives (2;1;4), (4; —1;0), (0; 3;2) et (4; 3; —-2).

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (CD).

2. Soit M un point de la droite (CD).
a. Déterminer les coordonnées du point M tel que la distance BM soit minimale.

b. On note H le point de la droite (CD) ayant pour coordonnées (3 ; 3; —1). Vérifier que
les droites (BH) et (CD) sont perpendiculaires.
c. Montrer que l'aire du triangle BCD est égale 2 12 cm?.
2

3. a. Démontrer que le vecteur n (1) est un vecteur normal au plan (BCD).
2

b. Déterminer une équation cartésienne du plan (BCD).

c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant par A et orthogo-
nale au plan (BCD).

d. Démontrer que le point I, intersection de la droite A et du plan (BCD) a pour coor-

données (g l §)
3’3’3/
4. Calculer le volume du tétraédre ABCD.
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Exercice 9

Les parties A et B peuvent étre traitées de maniere indépendante.

On considére un cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1, dont la figure est donnée en annexe.
On note I le milieu du segment [EF], J le milieu du segment [E H] et K le point du segment [AD]

_ 1 —
tel que AK = ZAD'

On note 2 le plan passant pat ] et paralléle au plan (F HK).
Partie A

Dans cette partie, les constructions demandées seront effectuées sans justification sur la figure
donnée en annexe, a rendre avec la copie.

1. Le plan (FHK) coupe la droite (AE) en un point qu'on note M. Construire le point M.

2. Construire la section du cube par le plan 22.

Partie B
Dans cette partie, on munit I'espace du repére orthonormé (A; AB,AD, AE).
On rappelle que 22 est le plan passant par I et parallele au plan (FHK).

4
1. a. Montrer que le vecteur n ( 4 ) est un vecteur normal au plan (FHK).
-3

b. En déduire qu'une équation cartésienne du plan (FHK) est: 4x+4y—-3z—-1=0.
c. Déterminer une équation du plan 22.

d. Calculer les coordonnées du point M, point d’'intersection du plan £ et de la droite
(AE).

2. On note A la droite passant par le point E et orthogonale au plan 22.
a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A.
b. Calculer les coordonnées du point L, intersection de la droite A et du plan (ABC).
c. Tracer les droite A sur la figure donnée en annexe.
d. Les droites A et (BF) sont-elles sécantes? Qu’en est-il des droites A et (CG)? Justifier.

H G
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Exercice 10

Sur la figure donnée en annexe 2 a rendre avec la copie :

« ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle tel que AB =12, AD =18 et AE=6

» EBDG est un tétraédre.
Lespace est rapporté a un repere orthonormal d’origine A dans lequel les points B, D et E ont
pour coordonnées respectives B(12; 0; 0), D(0; 18; 0) et E(0; 0; 6).

[

. Démontrer que le plan (EBD) a pour équation cartésienne 3x+2y+6z—36 = 0.
2. a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AG).

b. En déduire que la droite (AG) coupe le plan (EBD) en un point K de coordonnées
(4;6;2).

3. Ladroite (AG) est-elle orthogonale au plan (EBD) ? Justifier.
4. a. Soit M le milieu du segment [ED]. Démontrer que les points B, K et M sont alignés.
b. Construire alors le point K sur la figure donnée en annexe 2 a rendre avec la copie.
5. On note P le plan paralléle au plan (ADE) passant par le point K.
a. Démontrer que le plan P coupe le plan (EBD) selon une paralléle a la droite (ED).

b. Construire alors sur I'annexe 2 a rendre avec la copie I'intersection du plan P et de la
face EBD du tétraedre EBDG.

Exercice 11

Soit ABCDEFGH un cube. Lespace est rapporté au repere orthonormé (A; E,B,E)

H
|
| G
|
|
|
|
E 1
1
1 E
1
1
1
1
|
|
|
D)_~—~
/ Te=a
s “‘—
s | TT===_
/, c
d
d
7
7
7
A\
B

Pour tout réel ¢, on considére le point M de coordonnées (1-¢; £; ).

1. Montrer que pour tout réel ¢, le point M appartient a la droite (BH).

On admet que les droites(BH) et (FC) ont respectivement pour représentation paramétrique :

x 1-1 x
¥y t oufeR et y
z

t z
2. Montrer que les droites (BH) et (FC) sont orthogonales et non coplanaires.

1
¢
1-t

! out'eR.

nmun
I un

3. Pour tout réel t', on considere le point M'(1; /;1-1t").

a. Montrer que pour tous réels t et t/, MM™ =3t - %)2 +2(t'- %]2 +3

b. Pour quelles valeurs de t et de ' la distance MM’ est-elle minimale? Justifier.

¢. Onnomme P le point de coordonnées (% ; 1 ; 1)et Q celui de coordonnées (1; 1; 1).
Justifier que la droite (PQ) est perpendiculaire aux deux droites (BH) et (FC).
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4A - Continuité d’'une fonction - Exercices
Activité 1 - introduction a la continuité

1. Ecrire un algorithme qui permet de calculer I'image
d’une valeur demandée, par la fonction h définie sur
R par:

z+1 siz<0
hizr—h(z)=¢ 22 -2 si0<z<3
5—=x siz>3

2. Tracer %), dans le repere ci-contre.

Exercice 1 - Fonction continue

|
=2
|
w
|
|
o
|
3]
I
=
&
USRI
N
w +
VS .
(S I
o+
-
oo +
©o 4

Etudier la continuité de la fonction f définie sur R par :

f:zr—>f(:v)={

Exercice 2 - Partie entiére

22—-1 siz<0
—e?’ siz>=0

Soit f la fonction définie sur [—1: 2] par f(x) = x + E(x).

E (x) étant la partie entiére de du nombre x.

1. Exprimer f(x) en fonction de x suivant les valeurs du réel x de [-1; 2].

2. Construire la représentation graphique de f dans le repére de TANNEXE 1 et sans autre justification.

Attention au codage!

3. fest-elle continue sur [0; 1[? sur (1 ; 2]? Justifier la réponse graphiquement.

Annexe 1
y
4 L
3 — L
2 - .
l —
l . l 1 I
} 8 - : -
-1 1 2 3
_1 -+
_2 -
_3 -

Activité 2 - PROBLEME OUVERT - Vers le T.V.I

Une entreprise fabrique des tee-shirts; le cotit total
de fabrication de x centaines de tee-shirts
exprimé en euros est donné pour x appartenant a

1200x +50
X

[1;50] par: C(x)=x"+50x+

1) Démontrer que le colit moyen est donné

par la formule suivant
x* +50x” +1200x + 50
CM (x) = x2 '

2) Déterminer la quantité de tee-shirts a
fabriquer pour que le colit moyen soit
minimal (arrondir a I'unité de T-shirt),
ainsi que le colit moyen minimum de
fabrication d'un t-shirt.
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Exercice 3 - Equation du 3¢ degré

| Soit f la fonction définie sur [-3;3] par f(x) = x> —=5x + 1.
1. Calculer f(-3) et f(3).
2. Démontrer que I'équation f(x) = 0 posséde au moins une solution dans 'intervalle [-3;3].

3. Pourquoil’équation f(x) = 6 admet-elle au moins une solution dans l'intervalle [-3;3] ?

Exercice 4 - Equation du 3¢ degré

Soit la fonction f définie sur R par :
fx)=x*-2x*-4x-4.

1. Déterminer les solutions de I'équation f(x) = —4.
2. Dresser le tableau de variations complet de f.

3. Donner, en justifiant, le nombre de solutions de I'équation f(x) = —12.

Exercice 5 - Exponentielle

Soit f la fonction définie sur [0;10] par f(z) = (2 — z)e?® —1.
1. Déterminer les variations de f sur [0;10] puis dresser son tableau de variations.

2. Démontrer que 1’équation f(z) = 0 admet une unique solution « sur [0; 10], puis donner une valeur approchée & 10~2
preés de a.

3. En déduire le signe de f(z) sur [0;10].
4. Etudier la convexité de f sur [0;10].

Exercice 6 - Une fonction paire
n considere la fonction f définie sur I'ensemble R des nombres réels par :

7 1 X -X
X)=—-——-(e " +e
fo=5-5( )
1. a. Déterminer lalimite de la fonction f en +oo.
b. Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur 'intervalle [0 ; +ool.

c. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet, sur I'intervalle [0 ; +oo[, une unique solution,
que l'on note a.

2. En remarquant que, pour tout réel x, f(—x) = f(x), justifier que I'’équation f(x) = 0 admet
exactement deux solutions dans R et qu’elles sont opposées.

Exercice 7 - Racine et racine !

On considére la fonction f définie sur [0; 4+-o0o[ par f(z) = 9z + (15 — 2z)+/z et la fonction g définie également sur [0; +o0o[ par
g(z) = 18y/z—6z + 15.

1. Dresser le tableau de variations complet de la fonction g.

2. Démontrer, sans la résoudre, que I'équation g(z) = 0 admet une unique solution sur [0; +oo[ que I'on notera a.
3. Fournir un encadrement au centiéme de a.

4. En déduire le signe signe de g(z) pour tout z € [0; +o00|.

ol
_ o),

5. Démontrer que, pour tout z €]0; +-0o[ ona f'(z)

6. En déduire le tableau de variations complet de f.
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Exercice 8 - Application SVT et Algorithme de seuil

B Dans une usine, on se propose de tester un prototype de hotte aspirante pour un local industriel.
Avant de lancer la fabrication en série, on réalise I'expérience suivante : dans un local clos équipé du prototype
de hotte aspirante, on diffuse du dioxyde de carbone (CO;) a débit constant.
Dans ce qui suit,  est le temps exprimé en minute.
A l'instant ¢ = 0, la hotte est mise en marche et on la laisse fonctionner pendant 20 minutes. Les mesures
réalisées permettent de modéliser le taux (en pourcentage) de CO, contenu dans le local au bout de ¢ minutes
de fonctionnement de la hotte par I'expression f(¢), ou f estla fonction définie pour tout réel ¢ de I'intervalle
[0; 20] par:

f(6) = (0,8t +0,2)e” % +0,03.

1. Déterminer la dérivée f’ de la fonction f sur [0;20] et en déduire le tableau de variations complet de f
sur [0;20] (on arrondira les images au millieme si nécessaire).

2. On souhaite que le taux de CO, dansle local retrouve une valeur V inférieure ou égale a 3,5 %.
a. Justifier qu'il existe un unique instant T satisfaisant cette condition.

b. On considére I'algorithme suivant :

t—1,75
p+—0,1
V0,7
Tantque V > 0,035
t—t+p
V (0,8t +0,2)e %" +0,03
Fin Tant que

Quelle est la valeur de la variable ¢ a la fin de I'algorithme ?
Que représente cette valeur dans le contexte de I'exercice ?

Exercice 9 - Fonction auxiliaire 2
Soit f la fonction dérivable, définie sur I'intervalle |0 ; +oo[ par

. 1
fx)=e +x.

1. Etude d’une fonction auxiliaire

a. Soit la fonction g dérivable, définie sur [0 ; +oo[ par

g(x)=x%e" - 1.

Etudier le sens de variation de la fonction g.
b. Démontrer qu'il existe un unique réel a appartenant a [0 ; +oo[ tel que g(a) =0.
Démontrer que a appartient a I'intervalle (0,703 ; 0,704[.
c. Déterminer le signe de g(x) sur [0 ; +ool.
2. Etude dela fonction f
a. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +o0.

b. Onnote f' la fonction dérivée de f sur l'intervalle |0 ; +ool.

g < . " g(x)
Démontrer que pour tout réel strictement positif x, f'(x) = o
c. En déduire le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation sur I'intervalle
10; +ool.
d. Démontrer que la fonction f admet pour minimum le nombre réel
1 1
m=—+-—.
a a

e. Justifier que 3,43 <m <3,45.*

49



Exercice 10 - Fonction auxiliaire 3
Partie A

Soit g la fonction définie et dérivable sur R telle que, pour tout réel x,

glx)=-2x3+x*-1.

1. a. Etudier les variations de la fonction g.
b. Déterminer les limites de la fonction g en —oo et en +oco.

2. Démaontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution dans R, notée a, et que «
appartienta [-1; 0].

3. En déduire le signe de g sur R.
Partie B

Soit f la fonction définie et dérivable sur R telle que, pour tout réel x,
f)=(1+x+x%+x%) e 241,
On note f'la fonction dérivée de la fonction f sur R.

1. Démontrer que xl_{l}loo f(x) = —o0.

2. a. Démontrer que, pour tout x> 1,

l<x<x?<x’.
b. En déduire que, pour x> 1,

0< f(x) <4x’e 2%,
¢. On admet que, pour tout entier naturel n, xlirPOO x"e *=0.

e
Vérifier que, pour tout réel x, 4x3e=2**1 = E(Zx)3e‘2" puis montrer que :

lim 4x3e 2+l =y,
X—+00

d. On note €y la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O, T, 7)

En utilisant la question précédente, déterminer la limite de f en +oo et en donner une
interprétation graphique.

3. Démontrer que, pour tout x de R, f’(x) = (—2x> + x% - 1) e 2¥*1,
4. Alaide des résultats de la partie A, déterminer les variations de f surR.

Exercice 11 - AU MILIEU

On considere la fonction f définie sur R par

fx)= xe XH,

On note (€) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (0 ; 7, _f]

1. a. Montrer que pour tout x réel, f(x) = % X —3.
e
b. En déduire la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo .
2. Pourtoutréel x, on considere les points M et N de la courbe (€) d’abscisses respectives x et —x.

a. Montrer que le point O est le milieu du segment [MN].

b. Que peut-on en déduire pour la courbe (%) ?
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3. Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +ool.
4. a. Montrer que I'équation f(x) = 0,5 admet sur [0 ; +oo[ exactement deux solutions notées
a et f (avec a < f).
b. En déduire les solutions sur [0 ; +oo[ de I'inéquation f(x) = 0,5.
c. Donner une valeur approchée 2 1072 pres de a et f.
Exercice 12 - Algorithme de Balayage
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = 4e ™ *(x — 1) + 2.
On appelle (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repere orthonormé.
Une partie du tracé de cette courbe est donnée en annexe 2.
1. a.Déterminer lalimite de f en —oo.
a. Démontrer que (C) admet une asymptote dont on donnera une équation.
2. a.Montrer que, pour toutréel x, f'(x) =4e™*(2—x).
b. Déduire de ce qui précéde le tableau de variation de f sur R.
3. a. Montrer que (C) coupe 'axe des abscisses en un seul point d’abscisse a. Justifier que 0 < a < 1.
b. Déterminer le signe de f(x) suivantles valeurs de x.
4. On consideére la fonction balayage écrite en langage Python ci-dessous :

def balayage(h) :

a=0
while 4 xexp(—a) *(a—1)+2< 0:
a=a+h

return (a — h, a)

a. Que représentent les valeurs renvoyées par la commande balayage (1072).

b. Donner un encadrement de a d’amplitude 1072,
5. La courbe (C) donnée en annexe 2 représente le tracé d’'une route qui traverse un village. La commune
posséde un terrain en bordure de cette route sur lequel elle veut construire un parking. Ce terrain est
compris entre les droites d’équation x =1 et x = 2 ainsi que la courbe (C) et la droite d’équation y = 2.
Il est représenté sur la courbe donnée en annexe 2 par le domaine hachuré. Le parking est représenté par
un rectangle HMLK avec H de coordonnées (x; 2) ou x estun réel vérifiant 1 <x <2, M le pointde
(C) d’abscisse x, L de coordonnées (2; f(x)) et Kde coordonnées (2; 2) (voir annexe 2).

Pour quelle(s) valeur(s) de x l'aire du rectangle HMLK est-elle maximale ?
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Exercice 13 - ALGORITHME DE DICHOTOMIE

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [—4 ; 10| par:

f(x)=1+(-4x* —10x+8) e 2~

1. Onnote f' la fonction dérivée de f.

Montrer que, pour tout réel x de l'intervalle [-4; 10] :

f'(x) = (2x* -3x—14) e 7%

2. Dresser, en justifiant, le tableau des variations de f sur I'intervalle [-4; 10].
On donnera les valeurs exactes des éléments du tableau.

3. a. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur l'intervalle [-4; -2|.

b. On considére I'algorithme ci-contre.

1 from math import *
2~ def f(x):
3 y=1+(-4*x**2-10*x+8)*exp(-0.5*x)
4 returnCy)
5
6 ~ def dichotomie(a,b,c):
7 (g9,d)=(min(a,b),max(a,b))
8~ while d-g >c:
9 m = (g+d)/2
10 ~ if f(m) == 0:
11 return m
12 ~ elif f(g) * f(m) < 0:
13 d=m
14 ~ else:
15 g=m
1§ return(g+d)/2
Donner les valeurs : dichotomie(-4,-2,0.1)=........ dichotomie(-4,-2,0.001)=.......
REMPLIR TABLEAU ANNEXE
g -4
d -2
m=(g+d)/2 -3
f(g) -117,2249
f(d) 9,96337814
signe de
f(g)*f(d) NEGATIF
d-g 2
Exercice 14 - POSITION RELATIVE
Partie A
On considere la fonction g définie sur R par g(x) =—e*—xe*+2.

1. Calculer les limites de g en —oco et en +00 .

2. Etudier les variations de la fonction g et dresser son tableau de variation.

3. Démontrer que |'équation g(x) = 0 admet sur R une unique solution. On note « cette solu-

tion.

Al'aide de la calculatrice, déterminer un encadrement d’amplitude 10~ de a.

4. En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
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Partie B
x+2
e‘—x

On considere la fonction f définie et dérivable sur R par flx)=

1. Calculer les limites de f en —oco et en +oo.
2. Démontrer que, pour tout réel x, f'(x) a le méme signe que g(x), ou g est la fonction
définie dans la partie A.

3. En déduire le tableau de variation de f.
Partie C

1. Déterminer I'équation de la tangente A a la courbe € représentative de f au point d’abs-

cisse 0.
(-x-2)e*-x-1)

eX—x
3. En déduire la position relative de A et 6 sachant que, pour tout réel x, e* —x > 1.

2. Montrer que, pour toutréel x, f(x)—(x+2)=

Exercice 15 - TROUVER L’EXPRESSION
Partie A

On consideére la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par

flx) = (ax+b)e'%",

ou a et b désignent deux nombres réels. On admet que cette fonction est dérivable surl'intervalle

[0; +oo[ et on note f’ sa fonction dérivée.
Sa courbe représentative € est tracée ci-dessous.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Elle coupe I'axe des ordonnées au point d’ordonnée 1 et admet une tangente horizontale au point
d’abscisse 1.

1. Donner les valeurs de f(0) et f'(1).
2. Démontrer que, pour tout réel positif x, f'(x) = (-3ax-jb+a)e” bx,

3. Déterminer les valeurs de a et b.

Partie B

Pour la suite de I'exercice, on admet que la fonction f est définie sur [0; +oo[ par:

f(x)=(x+1)e_%".

1
3X

1. a. Justifier que, pour tout réel x positif, f(x) =2 ( zlx) +e 2%,
ez

b. Calculer la limite de la fonction f en +oo,
2. Etudier les variations de la fonction f sur [0 ; +oo[ et construire son tableau de variations.

3. Démontrer quel’équation f(x) = 0,07 admet une unique solution a sur l'intervalle [0; +ool.

4. Donner l'arrondi de a a l'unité.
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Exercice 16 - UNE FONCTION RATIONNELLE

Partie A : une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par:
glx) = X +3x+8

Etudier les variations de g sur R.

Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur R.

Compléter I'algorithme de dichotomie donné en ANNEXE 2 qui permet d’obtenir un encadrement de

a d’amplitude 1072, On partira d’un intervalle [a ; b] contenant a, avec a et b entier.

En le justifiant avec soin, donner un encadrement de @ d’amplitude 10~2.

Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : étude de la fonction f

Soit f la fonction définie sur R par :
3

f(x)=x

x2+1

1. Démontrer que f est bien définie sur R.

2. Calculer la dérivée de f et vérifier que pour tout x deR:

xg(x)

FO= e

3 a. Etudier les variations de f.
3b. On dressera un tableau de variations ou I'on précisera les limites de f

4. Démontrer que:

fla) _3
a 2
5. Endéduire un encadrementde f(a).
Partie C : un probléme de tangente
On donne ici € la courbe représentative de la fonction f.
5 -_J
4T f
3 - .
2 -
1 —+
2 3 4 5 6 7 °

Conjecturer graphiquement la position relative de (T) par rapport a €.
Valider votre conjecture par le calcul.

Déterminer I'équation réduite de la tangente (T) a la courbe ‘ff au point d’abscisse 0.
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Exercice 17 - TANGENTE COMMUNE

On considere les fonctions f et g définies pour tout réel x par:

fx)=e* et gx)=1-e".

Les courbes représentatives de ces fonctions dans un repére orthogonal du plan, notées respectivement € ¢
et €., sont fournies en annexe.

6

-2+

Partie A

Ces courbes semblent admettre deux tangentes communes. Tracer aux mieux ces tangentes sur la figure de
I'annexe.

Partie B

Dans cette partie, on admet I'existence de ces tangentes communes.
On note 2 I'une d’entre elles. Cette droite est tangente a la courbe 6 au point A d’abscisse a et tangente a
la courbe 6 au point B d’abscisse b.

1. a. Exprimer en fonction de a le coefficient directeur de la tangente a la courbe € au point A.
b. Exprimer en fonction de b le coefficient directeur de la tangente a la courbe %6 au point B.
c. En déduire que b = —a.

2. Démontrer que le réel a est solution de 'équation

2(x-1)e*+1=0.
Partie C

On consideére la fonction ¢ définie sur R par

@(x)=2(x-1)e*+1.

1. a. Calculer les limites de la fonction ¢ en —oo et +oo.

b. Calculer la dérivée de la fonction ¢, puis étudier son signe.

o

Dresser le tableau de variation de la fonction ¢ sur R. Préciser la valeur de ¢(0).
2. a. Démontrer que I'équation ¢(x) = 0 admet exactement deux solutions dans R.

b. On note a la solution négative de I'équation ¢(x) = 0 et f la solution positive de cette équation.
Al'aide d’une calculatrice, donner les valeurs de a et B arrondies au centiéme.

Partie D

Dans cette partie, on démontre !'existence de ces tangentes communes, que I'on a admise dans la partie B.
On note E le point de la courbe 6 d’abscisse a et F le point de la courbe 6 d’abscisse —a (« est le nombre
réel défini dans la partie C).

1. Démontrer que la droite (EF) est tangente a la courbe € fau point E.
2. Démontrer que (EF) est tangente a 6 au point E*
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Exercice 18 - APPLICATION BIOLOGIQUE

Un protocole de traitement d’une maladie, chez I’enfant, comporte une perfusion longue durée d’un médica-
ment adapté. La concentration dans le sang du médicament au cours du temps est modélisée par la fonction C'
définie sur I'intervalle [0 ; +oo| par :

e (' désigne la concentration du médicament dans le sang, exprimée en micromole par litre,
e tle temps écoulé depuis le début de la perfusion, exprimé en heure,
e d le débit de la perfusion, exprimé en micromole par heure,
e a un parametre réel strictement positif, appelé clairance, exprimé en litre par heure.
Le parametre a est spécifique a chaque patient.

En médecine, on appelle « plateau » la limite en +oo de la fonction C.

Partie A : étude d’un cas particulier

La clairance a d’un certain patient vaut 7, et on choisit un débit d égal a 84.
Dans cette partie, la fonction C' est donc définie sur [0 ; +oo| par :

ot) =12 (1 - e—%t) .
1. Etudier le sens de variation de la fonction C' sur [0 ; +00].

2. Déterminer la limite de C' en +o0.

3. Pour étre efficace, le plateau doit étre égal a 15. Le traitement de ce patient est-il efficace ?

Partie B : étude de fonctions
1. Soit f la fonction définie sur |0 ; +oo| par :

f(z) = % (1 — e_fo’”) .

105¢g(z)
2

Démontrer que, pour toutréel z de |0 ; +oof, f'(z) = , oll g est la fonction définie sur [0 ; +o00|

par:

g(z) = i—ge_daoz +e_fﬂr —1.

2. On donne le tableau de variation de la fonction g :

0
g(.’l!) \

En déduire le sens de variation de la fonction f.

3. Déterminer la limite de f en +oc afin de valider le tableau de variations donné.

4. Montrer que I'équation f(z) = 5,9 admet une unique solution sur I’intervalle [1; 80].
En déduire que cette équation admet une unique solution sur I'intervalle |0 ; +oo.

Donner une valeur approchée de cette solution au dixieme pres.
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Partie C : détermination d’un traitement adéquat

Le but de cette partie est de déterminer, pour un patient donné, la valeur du débit de la perfusion qui permette
au traitement d’étre efficace, c’est-a-dire au plateau d’étre égal a 15.

Au préalable, il faut pouvoir déterminer la clairance a de ce patient. A cette fin, on régle provisoirement le débit
d a 105, avant de calculer le débit qui rende le traitement efficace.

On rappelle que la fonction C est définie sur I’ intervalle [0 ; +oo[ par :

d a
cly=4 (1 - )
(t) u e 80
1. On cherche a déterminer la clairance a d’un patient. Le débit est provisoirement réglé a 105.

1.a. Exprimer en fonction de a la concentration du médicament 6 heures apres le début de la perfusion.

1. b. Aubout de 6 heures, des analyses permettent de connaitre la concentration du médicament dans le
sang; elle est égale a 5,9 micromole par litre.

Déterminer une valeur approchée, au dixieme de litre par heure, de la clairance de ce patient.

2. Déterminer la valeur du débit d de la perfusion garantissant I’efficacité du traitement.
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5A - Les Suites 2:

Exercice 1. Convergence et comparaison

On considere les suites (u,) et (v,) définies pour tout entier naturel »n par :

u = vo=1

Un+ Un

Un+1

Un+l = 2Un+VUn
0. Démontrer que les suites (u,,) et (v,)) sont strictement positives.

1. a. Calculez u; et v;.

b. Démontrer que la suite (v,) est strictement croissante, puis en déduire que, pour tout
entier naturel n, v, > 1.

c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: u, > n+1.
d. En déduire la limite de la suite (uy).

2. On pose, pour tout entier naturel 7 :

On admet que :

-1 n+l
r,2,=2+( )

Up
a. Démontrer que pour tout entier naturel 7 :

_1\n+l
! < =D < —1—

= = .
up o up o up

b. En déduire :

(_l)n+l

n—+oo u%

c. Déterminer la limite de la suite (r,zl) et en déduire que (r,,) converge vers v/2.
d. Démontrer que pour tout entier naturel 7,

2+1,
1+r,

Tn+l =

e. On considere le programme suivant écrit en langage Python :

def seuil() :
n=0
r=1
while abs(r-sqrt(2)) > 10**(-4) :
r=(241r)/(1+4r)
n=n+l

returnn

(abs désigne la valeur absolue, sqrt la racine carrée et 10** (-4) représente 10™4).
La valeur de n renvoyée par ce programme est 5.
A quoi correspond-elle?
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Activité 1. Paradoxe de Zénon

1/2 1/4 1/8 116

Zénon se tient a huit meétres d’'un arbre, tenant une pierre. Il lance sa pierre dans la direction de I'arbre.
Avant que le caillou puisse atteindre I'arbre, il doit traverser la premiére moitié des huit métres. Il faut un
certain temps, non nul, a cette pierre pour se déplacer sur cette distance. Ensuite, il lui reste encore quatre
meétres a parcourir, dont elle accomplit d'abord la moitié, deux metres, ce qui lui prend un certain temps.
Puis la pierre avance d'un metre de plus, progresse apres d'un demi-meétre et encore d'un quart, et ainsi de
suite ad infinitum et a chaque fois avec un temps non nul. Zénon en conclut que la pierre ne pourra pas
frapper l'arbre, puisqu'il faudrait pour cela que soit franchie effectivement une série infinie d'étapes, ce qui
est impossible.

Résoudre le probléme !
Activité 2. Dzéta 2. Une suite croissante majorée.
Soit (S,,) la suite définie, pour tout entier naturel n non nul, par:
n
1
=) 7
k=1

1) a.Démontrer que pour tout entier naturel n nonnulona:

1 1 1
2 n + (n+1)2 — Tt
b. Démontrer alors par récurrence que pour tout entier naturel n non nul :
1
Sp<2——
n n

c. En déduire que la suite (S,,) est majorée.

2) Démontrer que la suite (S,,) est une suite croissante.
3) Interpréter les résultats obtenus sur la console.

= > ® > v < -~ [ Rer

. ) } Powered by Jtrinket
< > mainpy inflammation-o01.csv + >>> from math import *

1 from math import * >>> def somme(n):

2~ def somme(n): noe S=0

3 S=0 for i in range(1,n+1):
4~ for i in range(l,n+1): u=1/(i%%x2)

u=1/(1**2) S=S+u

S=S+u

I+

return(s) return(S)
>>>
>>> somme(2)

1l i)

>>> somme(3)
1.3611111111111112
>>> somme(10)
1.5497677311665408
>>> somme (10%x4)
1.6448340718480652
>>> somme (10%x6)
1.64493306684877
>>> somme (10%x7)
1.6449339668472596
>>> pix*2/6
1.6449340668482264

>>> ]

[y
SWwWx~NOWV
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Exercice 2

2 1
La suite (u,) est définie sur N par: up=0 et u,4q1 = :n_:_z
n

3
1) Montrerque: Vn € N, u,11 =2— —L

2) a) Démontrer par récurrenceque: Vn € N, 0 <u, <1

o 1—uf :
b) Vérifier que u, 1 —uy = u +; puis montrer que (1) est croissante.
n

3) En déduire que la suite (u,) est convergente vers une limite ¢

4) En déduire la limite de la suite (u,,)

Exercice 3

Uy =

N | =

Soit (1) la suite définie par : n1

u
2n "

Unt1 =
1) Calculer u,, us, uy et us.
2) a) Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u, est strictement positif.
b) Démontrer que la suite (u,) est décroissante.
¢) Que peut-on en déduire pour la suite (u,)?
Exercice 4
On consideére la suite numérique (v,) définie pour tout entier naturel n par

Vo = 1
9

6—-v,

Uny1 =

a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < v, < 3.
. . (83— vn)?
b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, vp41 —vp = ———.

6 - vn
La suite (v,) est-elle monotone?

c. Démontrer que la suite (v,) est convergente.
On considere la suite (w,) définie pour tout n entier naturel par

1
Un_3.

Wnp =

. . 4ot . 1
1. Démontrer que (wy) est une suite arithmétique de raison ——

2. En déduire 'expression de (wy,), puis celle de (v,) en fonction de n.
3. Déterminer la limite de la suite (v,,).

Exercice 5

. . P 1 .
On considere la suite (u,) définie par uy = > et telle que pour tout entier naturel n

3u,
1+2u,

Un+l =
1. a. Calculer u, et u,.
b. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, 0 < u,,.
2. On admet que pour tout entier naturel n, u, < 1.

a. Démontrer que la suite (u,) est croissante.

b. Démontrer que la suite (u,) converge.

60



3. Soit (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, =

Up
1_ un ’

a. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3.

b. Exprimer pour tout entier naturel n, v, en fonction de n.
3n

c. En déduire que, pour tout entier naturel n, u,

d. Déterminer la limite de la suite (u,,).

Exercice 6

3"+

1

On considere la suite (u,) définie par u( = 8 et, pour tout entier naturel n,

1. Calculer u;.

2. Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par:

6x+2
x+5°

fx)=

Ainsi, pour tout entier naturel n,on a: u,+ = f (un).

a. Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur 'intervalle [0 ; +oo].

En déduire que pour toutréel x >2,ona f(x) > 2.

b. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a u, > 2.

3. On admet que, pour tout entier naturel n,on a:

Up+l —Un =

Un+5

a. Démontrer que la suite (u,) est décroissante.
b. En déduire aue la suite (1..) est convergente.
4. On définit la suite (v,) pour tout entier naturel par:
_ un - 2
T up,+1°

Un

a. Calculer vy.

2-up)(up+1)

4
b. Démontrer que (v,) est une suite géométrique de raison =+

c. Déterminer, en justifiant, la limite de (v,).
En déduire la limite de (u,,).

5. On considére la fonction Python seuil ci-

contre, ot A est un nombre réel stricte-
ment plus grand que 2.
Donner, sans justification, la valeur ren-
voyée par la commande seuil (2.001) puis
interpréter cette valeur dans le contexte de
I'exercice.

def

seuil (A) :

n=0

u=8

whileu > A:
u=(6*u+2)/(u+5)
n=n+1

return n
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Exercice 7- Représentation graphique d’une suite et convergence
2+3x
fx)=

Soit f la fonction définie sur 'intervalle [0; 4] par .
4+ x

Partie A

On considere la suite (u,) définie par :
up = 3 et pour tout entier naturel n, Uy = f (uy).
On admet que cette suite est bien définie.

1. Calculer u;.
2. Montrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle [0; 4].
3. Montrer que pour tout entier naturel n,

1< ups1 < up <3.

4. a. Montrer que la suite (1) est convergente.
b. On appelle ¢ la limite de la suite (u,); montrer I'égalité :
2+3¢
¢ =
4+7
c. Déterminer la valeur de la limite £.
Partie B

On consideére la suite (v,) définie par :
vo = 0,1 et pour tout entier naturel n, v, = f (vg).

1. On donne en Annexe, a rendre avec la copie, la courbe représentative, <€f, de la fonction f
et la droite D d’équation y = x.
Placer sur I'axe des abscisses par construction géométrique les termes v;, v et vz sur
I'annexe, a rendre avec la copie.
Quelle conjecture peut-on formuler sur le sens de variation et le comportement de la suite
(vn) quand n tend vers l'infini?

2. a. Montrer que pour tout entier naturel n,

l_Vn+l=( )(l—vn)-

4+ v,

b. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

[2)"

3. Lasuite (v,) converge-t-elle? Si oui, préciser sa limite.

0<l-v, <

6
09 4

08 +
0,7 +
0,6
0,5
04 +
03 +
02 +

0,1 +
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Exercice 8

Soit la suite numérique (u,,) définie sur N par:

2 1
up =2 etpour tout entier naturel n, up+) = §u" + §n+ 1.

1. a. Calculer u,, u, us et uy. On pourra en donner des valeurs approchées 2 1072 pr
b. Formuler une conjecture sur le sens de variation de cette suite.

2. a. Démontrer que pour tout entier naturel n,

U, <n+3.

b. Démontrer que pour tout entier naturel n,

1
Unp+)l — Un = 5("+3‘un)-

c. En déduire une validation de la conjecture précédente.
3. Ondésigne par (vp) la suite définie sur N par vy, = up — n.
a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison g
b. En déduire que pour tout entier naturel n,
2 n
Up=2 (5) +n
c. Déterminer la limite de la suite (u,).

4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

Sn

n
Sn=zuk=u0+ul+...+un et Tn=n2

k=0
a. Exprimer S, en fonction de n.

b. Déterminer la limite de la suite (T},).*

Exercice 9
On considere la suite (u#,) définie par uy =5 et pour tout entier naturel n,

1 11
Upy1= S (Unt+ —
2 Un

On admet que la suite (u,) est bien définie.

Partie A - Etude de la suite (%,,)

1. Donner u; et u, sous forme de fractions irréductibles.

2. On considere la fonction f définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par :

1 11
xX)=-|x+—
fx=3 ( . )
Démontrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle [v/11; +oo|.

3. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,ona: u, > u,+; > vV11.

4. En déduire que la suite (u,) converge vers une limite réelle. On note a cette limite.

5. Apres avoir déterminé et résolu une équation dont a est solution, préciser la valeur exacte de a.




Partie B - Application géométrique

Pour tout entier naturel n, on considére un rectangle R, d’aire 11 dont la largeur est notée ¢, et
longueur L,
La suite (L,) est définie par Ly =5 et, pour tout entier naturel n,

L,+¢
Lyt = %
1. a. Expliquer pourquoi ¢y =2,2.
b. Etablir que pour tout entier naturel n,
11
lp=—.
Ly

2. Vérifier que la suite (L,) correspond a la suite (u,) de la partie A.
3. Montrer que pour tout entier naturel n,ona ¢, < V11 < Lj.

4. On admet que les suites (L,) et (¢£,) convergent toutes les deux vers v/11. Interpréter géométri-
quement ce résultat dans le contexte de la partie B.

5. Voici un script, écrit en langage Python, relatif aux suites étudiées dans cette partie :

def heron(n):
L=5
=2.2
for i in range(n):
L= (L+0) / 2
¢ =11/ L

return round(¢,6), round(L,6)

N o o W N

On rappelle que la fonction Python round(x,k) renvoie une version arrondie du nombre x
avec k décimales.

a. Sil'utilisateur tape heron(3) dans une console d’exécution Python, qu'obtient-il comme
valeurs de sortie pour £ et L?

b. Donner une interprétation de ces deux valeurs.

Exercice 10

Soient deux suites (u,) et (v,) définies par 1y = 2 et vy = 10 et pour tout entier naturel n,

2Up+ Up Up+3Up
Upi1 = T et Vpa = T

PARTIEA

On considére I'algorithme suivant :

Variables: N est un entier
U, V,W sont des réels
K est un entier

Début : Affecter0a K
Affecter2a U
Affecter 10a V
Saisir N
Tantque K < N

Affecter K+1aK

AffecterUa W
U+Vv

2
Affecter 3 aUu
W+3V

Affecter av

Fin tant que
Afficher U
Afficher V

Fin
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On exécute cet algorithme en saisissant N = 2. Recopier et compléter le tableau donné ci-dessous donnant
I'état des variables au cours de I'exécution de I'algorithme.

K w U Vv

0
1
2

PARTIEB

. 5
1. a. Montrer que pour tout entier naturel n, vy+1 — Up+1 = 12 (Un — un).

b. Pour tout entier naturel n on pose wy = vp — Un.

5 n
Montrer que pour tout entier naturel n, w, =8 ( E) .

2. a. Démontrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,) est décroissante.
b. Déduire des résultats des questions 1. b. et 2. a. que pour tout entier naturel n on a u, < 10 et
vy 2 2.
c. En déduire que tes suites (u,) et (v,) sont convergentes.
3. Montrer que les suites (uy) et (v,) ont la méme limite.
4. Montrer que la suite (,) définie par t, = 3u, +4v, est constante.

46
En déduire que la limite commune des suites (u5) et (vy) est - *
Exercice 11
On considere la fonction f définie sur R par:

1 3
xX)=-x*—x+=.
Fx) 2 2
Soit a un réel positif.
On définit la suite (u,) par 1y = a et, pour tout entier naturel 7 : u,+; = f ().

Le but de cet exercice est d’étudier le comportement de la suite (u,) lorsque n tend vers +oo,
suivant différentes valeurs de son premier terme g = a.

1. Al'aide de la calculatrice, conjecturer le comportement de la suite (u,) lorsque n tend vers
+00, pour a = 2,9 puis pour a@ = 3,1.

2. Dans cette question, on suppose que la suite (u,) converge vers un réel £.
3

a. Enremarquant que up+1 = %u?, —Un+ g, montrer que ¢ = %lz -+ >
b. Montrer que les valeurs possibles de £ sont 1 et 3.
3. Dans cette question, on prend a = 2,9.
a. Montrer que f est croissante sur l'intervalle [1 ; +ool.
b. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: 1< up+1 < un.
c. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
4. Dans cette question, on prend a = 3,1 et on admet que la suite (u,) est croissante.
a. Al'aide des questions précédentes montrer que la suite (u,) n'est pas majorée.
b. En déduire le comportement de la suite (u,) lorsque n tend vers +oo.
c. Lalgorithme suivant calcule le plus petit rang p pour lequel u,, > 10°.
Recopier et compléter cet algorithme.
P est un nombre entier et U est un nombre réel.

Fin Tant que
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Exercice 12 — APPROXIMATION DE RACINE DE 2 (EXEMPLE / GRAND ORAL)

1 1 2
Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : uy= 5 ety =5 (u,, + E‘) .

1. Soit f la fonction définie sur ]O ; +oo par f(x) = % (x + %)
a. Etudier le sens de variation de f et tracer sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormal
©O; 1 ;T). (On prendra comme unité 2 cm).
b. Utiliser le graphique précédent pour construire les points Ay, A, A, et Az de I’axe (O ; T) d’abscisses respectives ug,
ug, Up et us.
Montrer que pour tout entier naturel n non nul, u, = \/5

Montrer que pour tout x = \ﬁ, f(x) = x.
En déduire que la suite (u,) est décroissante a partir du rang 1.
Prouver que la suite (u,) converge.

ao o

1 2
3. Soit L la limite de la suite (u,). Montrer que L est solution de I’équation x = 2 (x + ;) . En déduire sa valeur.

Exercice 13
PartieA
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe!™*,
ron.) z —_ x

1. Vérifier que pour tout réel x, f(x) =e x ped
2. Déterminer la limite de la fonction f en —co.
3. Déterminer la limite de la fonction f en +co. Interpréter graphiquement cette limite.
4. Déterminer la dérivée de la fonction f.

5. Etudier les variations de la fonction f sur R puis dresser le tableau de variation.
Partie B

Pour tout entier naturel n non nul, on consideére les fonctions g, et h, définies sur R par :

g,,(x)=1+x+x2+-~+x" et hp(x)=1+2x+---+nx""L

1. Vérifier que, pour tout réel x: (1 - x)gn(x) =1-x"*1.
n+l

On obtient alors, pour toutréel x #1: g,(x) = T—=

2. Comparer les fonctions hj, et g}, g, étant la dérivée de la fonction gj.
nx"!—(n+1)x"+1
(1-x)?
3. Soit Sp = f(1) + f(2) +...+ f(n), f étant la fonction définie dans la partie A.
En utilisant les résultats de la partie B, déterminer une expression de S, puis sa limite quand »n tend
vers +oo. *

Exercice 14

En déduire que, pour tout réel x #1: h,(x) =

Soit k un réel strictement positif. On considére les fonctions f;. définies sur R par :

filz) =z + ke ™.

On note %} la courbe représentative de la fonction fi dans un plan muni d’un repére orthonormé.
On a représenté ci-dessous quelques courbes %), pour différentes valeurs de k.

T T T T + t u t u t +
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Pour tout réel k strictement positif, la fonction f; admet un minimum sur R. La valeur en laquelle ce minimum est
atteint est l'abscisse du point noté Ax de la courbe %%. Il semblerait que, pour tout réel k strictement positif, les points
Ay soient alignés.

Est-ce le cas ?
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6A - Convexité d’'une fonction - Exercices

Voici, dans un repére, la courbe représentative de

lafonction dérivée f’ d'une fonction f définie sur [— 6 ; 5].
Etudier la convexité de la fonction f, ainsi que les
points d'inflexion de sa courbe.

A

-'6/5—'4—'3-'2-'10
=14

&} fest la fonction définie sur R par :

f(x) =(x—1)e".
a) Déterminer la dérivée seconde " de f.
b) Etudier le signe de f”(x) selon les valeurs de x.
¢) En déduire les intervalles sur lesquels la fonction
f est convexe ou concave.
Préciser les points d'inflexion de la courbe repré-

sentative ‘¢ de f dans un repére.

&:1) On se propose de déterminer de deux fagons

différentes le signe de la fonction f définie sur & par :
fx)=e ¥+ 4+ 2x-2.

1. a) Démontrer que f est convexe sur .

b) Dans un repére orthonormé, déterminer une équation

de la tangente a la courbe de f au point d'abscisse %

2. Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x :
a) en utilisant la question 1 ;
b) en dressant le tableau de variations de f.

m Voici dans un repére, o /
Jla courbe représentative € T
|de la fonction f définie sur 1 /
lintervalle — 1; 6] par: \1 /

f(x) =05(x— 27— 1. \1
|La tangente T a la courbe € Hx
au point A(4; 1) passe par ——
le point B(3; —1). T +8

'a) Lire graphiquement la convexité de la fonction fsur
lintervalle — 1;6].
b) Déterminer une équation de la tangente T.
<) En déduire que pour tout réel x de lintervalle
:— 1 ;6: -

A T,
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Probléeme 1

Voici, dans un repére, la courbe représentative €

de la fonction f définie sur K par f(x) = — 4xe™ ™.
O 1 '-'i--,:‘-:;‘

a) Déterminer graphiquement la convexité de f.

b) Déterminer f'(x) pour tout réel x, puis une équation
de la tangente a ‘¢ au point d'abscisse 2.

¢) Sur quel intervalle a-t-on f(x) = 4e~ 2(.\‘ —4)?

d) En déduire sans calculatrice que e =

Le vérifier ensuite a la calculatrice.

On considére une fonction f définie sur R et deux fois dérivable. On donne ci-dessous la courbe représentative de

la fonction f”, dérivée seconde de la fonction f, dans un repere orthonormé.
Les points suivants appartiennent a la courbe : A(=2; 0); B(0; —6) et C(3; 0).

LilioGourbe ref)résc:malive de la fonction f7 it

La courbe représentative de f admet-elle des points d'inflexion ?

DS e

Sur [-2; 3], la fonction est-elle convexe ? Est-elle concave ?

et

laquelle ? Justifier la réponse.

Parmi les deux courbes données ci-dessous, une seule est la représentation graphique de la fonction f :

Courbe 1

Courbe 2
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Probléeme 2

Dans la figure ci-dessous sont représentés dans un repére orthogonal :
— la courbe ¢ représentative d'une fonction f définie sur I'intervalle [-10; 5];
— latangente T a € au point A d’abscisse —5;
— la droite 2 d’équation y = x;
— le domaine S situé entre la droite 2 et la courbe €, grisé sur la figure.

PartieA

Dans cette partie les estimations seront obtenues par lecture graphique.

Cette partie A est un questionnaire a choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une
seule des quatre réponses proposées est exacte. Aucune justification n'est demandée. Une bonne
réponse rapporte un point. Une mauvaise réponse, plusieurs réponses ou I'absence de réponse a une
question ne rapportent ni n‘enlévent de point.

T

/
/
\

/
<

N

1. Parmi les quatre valeurs ci-dessous, la meilleure valeur approchée du coefficient directeur de
la tangente T est:

1
a —— b. -3

3 1
c. 3 d -

3
2. Lafonction f semble :

a. concave sur [-5; 0] b. concave sur [-10; 0]
c. convexe sur [—10; 5] d. convexe sur [-5; 5]

Partie B

La fonction f précédente, définie et dérivable sur I'intervalle [-10; 5], a pour expression
[(x) = (x—5)e"** +5.

Dresser le tableau de variation de la fonction f sur l'intervalle [-10; 5].

Déterminer la valeur exacte du coefficient directeur de la tangente 7" a ¢ au point A d’abs-
cisse —5.

Etudier la convexité de la fonction f sur l'intervalle [-10; 5].
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7A - La fonction logarithme népérien

Activité 1 - Introduction (http://perpendiculaires.free.fr/wp-content/TLZO18ChapO6Logarithme.pdﬂ

1. Pour quelles valeurs de k I'équation e¥ = k admet-elle des solutions et, dans ce cas, combien
de solutiony a-t-il?

2. Déterminer a I'aide de la calculatrice I'arrondi, a 102, des solutions des équations e” = 2 et

dee’ =3.
Exercice 1
Simplifier les expressions suivantes :
1. In(6) -In(2) 4. In(2) +In(4) - In(8) 7. In2+v3)+In@2-V3)
2. In(2) +In(3) 5. $In(81)
1
3. In(3) - In(9) 6. In () +2In(V3) 8. In(—4—=] - In(v3-1)
Exercice 2
Donner, en fonction de In(2) et de In(5) les valeurs de :
1. In(10) 4. In(400) 7. In(3) 10. In(2v?2)
2. In(25) 5. In(£) 8. In(0,4) 11. In(5v10)
3. In(16) 6. In (k) 9. In(V5) 12. In(32)
Exercice 3
a et b étant deux réels strictements positifs, donner en fonction de In(a) et de In(b) les valeurs de :
2 1
1. In(£) 4. In(&) 6. g
2. In(a® x b°)
; 3 In(ab*
3. In(ab?) 5. In ((%) ) 7. nl(+b))
Exercice 4
Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
1. e*=2 5. e°>3 9. e¥l<e 13. &7 = ——
2. e"=3 6. ¥ <1 10. e-9¥-D = o
e —_
3. ef= —% 7. ex+3 - ezx—l 11. e4x+5e2x—6 =1 14. e-x+d T
4. e¥ = V2 8. e2X-5 5 ¥ 12. ed¥+5g2x-6 _ 4 15. e3x~1 = gex+1
. s . . .
Exercice 5
Dans chacun des cas suivants, déterminer les valeurs interdites pour x puis résoudre dans R :
1. In(x)>1 6. 2In(x+1)=0 11. xIn(x) =0
2. In(x)=2 7. In2x+1)=1 12. 2In(x)-1<0
3. In(x) < -1 8. In(x?) =-1 13. 2xIn(x)+x=0
4. 3-In(x) <0 9. In[x(x+1)]=0 14. (x-1)1+Inx) =0
5. In(x)=-3 10. In(x) +In(x+1)=0 15. xIn(x+2)=0

Exercice 6 -Application aux suites géométriques

Dans chacun des cas suivants, déterminer le plus petit entier n solution de I’inéquation :

3 n n
a) 1,05" > 1,5; b) 092" <0,75; ¢) (l } —) 22; d) 02> (l - T)())

100

Un groupe industriel s’engage a réduire ses émissions de polluants de 4% par an.
En 2015, la masse de polluants émise dans 1’atmosphere était de 50 000 tonnes.

9

1. Pour tout entier naturel n, on note u, la masse, exprimée en tonnes, de polluants émise dans I’atmosphere
n

pour I’année (2015 + n). Exprimer u, en fonction de n.

2. A partir de quelle année, la masse de polluants émise dans 1’atmosphere par ce groupe industriel aura
diminué d’au moins 40 % ?
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Exercice 7

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [3; 13] par:

[(x) = —2x+20—e 210,

1. Montrer que la fonction dérivée f”, de la fonction f, définie pour tout x de I'intervalle [3; 13], a pour expres-
sion :
f'(x) — 2(_1 +e—2x+l0) .

2. (a) Résoudre dans I'intervalle [3; 13] I'inéquation : f'(x) = 0.
(b) En déduire le signe de f’(x) sur I'intervalle [3; 13] et dresser le tableau de variations de [ sur cet inter-
valle. Les valeurs du tableau seront, si besoin, arrondies a 1073.
Exercice 8

- 2
On considére la fonction f définie sur 'intervalle ]0; 1] par fx)=x(1-Inx)".
a. Déterminer une expression de la fonction dérivée de f et vérifier que pour tout x €
105 1], f'(x) = (Inx+1)(Inx—1).

b. Etudier les variations de la fonction f et dresser son tableau de variations sur l'inter-
valle ]0; 1] (on admettra que la limite de la fonction f en 0 est nulle).

Probléme 1
Partie A

On consideére la fonction g définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par
glx) = ln(xz) +x-2
1. Déterminer les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.

2. On admet que la fonction g est dérivable sur l'intervalle ]0; +ool.

Ftudier les variations de la fonction g surl'intervalle ]0; +ool.

3. a. Démontrer qu'il existe un unique réel strictement positif a tel que g(a) =0.

b. Déterminer un encadrement de a d’amplitude 1072

4. En déduire le tableau de signe de la fonction g sur l'intervalle ]0 ; +oo[.

Partie B
On considere la fonction f définie sur I'intervalle ]0; +ool par:

-2
fx) = %m(x).

On note € sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

1. a. Déterminer lalimite de la fonction f en 0.

b. Interpréter graphiquement le résultat.
2. Déterminer la limite de la fonction f en +oo.

3. On admet que la fonction f est dérivable sur 'intervalle ]0 ; +ool.

X
Montrer que pour tout réel x strictement positif, on a f'(x) = iz)
X
4. En déduire les variations de la fonction f surl'intervalle ]0; +oo|,

Partie C

Etudier la position relative de la courbe %€ et de la courbe représentative de la fonction In sur l'inter-
valle 10 ; +ool.
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Probléme 2
On consideére la fonction f définie sur R par
fx)=In(e** —e*+1).

On note € sa courbe représentative représentée ci-dessous.

A /
25
/ €
e . /
16
0,5 -}
l —_— L & | | ——
; | A | | ] -
3,5 -3,0 2,5 2,0 —1,5 =T;,0—=0; 05 10 15 20 25
! { | _0,5 . - Il | 4
16
1,51

Un éleve formule les conjectures suivantes a partir de cette représentation graphique :

Un éléve formule les conjectures suivantes a partir de cette représentation graphique :

1. Léquation f(x) =2 semble admettre au moins une solution.
2. Le plus grand intervalle sur lequel la fonction f semble étre croissante est [-0,5; +ool.

3. L'équation de la tangente au point d’abscisse x = 0 semble étre: y = 1,5x.

Le but de cet exercice est de valider ou rejeter les conjectures concernant la fonction f.
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire
On définit sur R la fonction g définie par

gx)=e* —e* +1.
1. Déterminer lim g(x).
X—=00
2. Montrer que xl_{rpoo g(x) = +o0.

3. Montrer que g'(x) = e* (2e* — 1) pour tout x € R.

4. Ftudier le sens de variation de la fonction g sur R.

Dresser le tableau des variations de la fonction g en y faisant figurer la valeur exacte des extre-

mums s'il y en a, ainsi que les limites de g en —oo et +oo.

5. En déduire le signe de g sur R.

6. Sans en mener nécessairement les calculs, expliquer comment on pourrait établir le résultat de

la question 5 en posant X = e*.




Partie B

1. Justifier que la fonction f est bien définie sur R.
2. Lafonction dérivée de la fonction f est notée f.
g'x)

Justifier que f'(x) = 2——= pour tout x € R.
que f g(x) P

3. Déterminer une équation de la tangente a la courbe au point d’abscisse 0.
4. Montrer que la fonction f est strictement croissante sur [—In(2) ; +oo[.
5. Montrer que I'équation f(x) = 2 admet une unique solution a sur [-1n(2) ; +oo[ et déterminer

une valeur approchée de a 2 1072 pres.

Partie C

A T'aide des résultats de la partie B, indiquer, pour chaque conjecture de 1'éléve, si elle est vraie ou
fausse. Justifier.

Probléme 3

On considere la fonction f définie sur]—1,5; +oo[ par
f(x)=In(2x+3)-1.

Le but de cet exercice est d’étudier la convergence de la suite (u,) définie par:

up=0et u,+1 = f (u,) pour tout entier naturel n.

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire
On considere la fonction g définie sur] —1,5; +oo[ par g(x) = f(x) — x.

1. Déterminer la limite de la fonction g en —1,5.
On admet que la limite de la fonction g en +oo est —oo.

2. Ftudier les variations de la fonction g sur] — 1,5 ; +ool.

3. a. Démontrer que, dans l'intervalle ] — 0,5 ; +ool, I’équation g(x) = 0 admet une unique so-
lution a.

b. Déterminer un encadrement de @ d’amplitude 102

Partie B : Etude de la suite (u,,)

On admet que la fonction f est strictement croissante sur ] —1,5; +ool.

1. Soit x un nombre réel. Montrer que si x € [-1; a] alors f(x) € [-1; a].

2. a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel » :
“l1Sup<upn<a.

b. En déduire que la suite () converge.
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Probléme 4

Soit g la fonction définie pour tout nombre réel x de I'intervalle ]0 ; +oo[ par

gx)=x-xIlnx.
1. Déterminer les limites de la fonction g en 0 et +oo.
2. Montrer que g est dérivable sur l'intervalle ]0 ; +oo[ et que g'(x) = —Inx.
3. Dresser le tableau de variations de la fonction g.
Partie B
Soit (u,,) la suite définie pour tout n € N* par u, = o
1. Conjecturer, a l'aide de la calculatrice :
a. le sens de variation de la suite (u,);
b. lalimite éventuelle de la suite (u,).
2. Soit (v,) la suite définie pour tout n € N* par v, =In(u,).
a. Montrer que v, =n—nlnn.
b. En utilisant la Partie A, déterminer le sens de variation de la suite (v).
c. En déduire le sens de variation de la suite (u;,).
3. Montrer que la suite (u,) est bornée.

4. Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Probléme 5

Soit k un réel strictement positif.
Le but de cet exercice est de déterminer le nombre de solutions de 1'équation

In(x) = kx de parametre k.
1. Conjectures graphiques:

On a représenté, ci-dessous, dans un repeére orthogonal, la courbe d’équation y =In(x), la droite
d’équation y = x ainsi que la droite d’équation y =0,2x:

A y=x

y=0,2x

24 y=Inx

Il Il Il L Il Il

0 # # I 1 T T I I T T I I T T ”~
I /i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
-1

A partir du graphique ci-dessus, conjecturer le nombre de solutions de I'équation In(x) = kx
pour k = 1 puis pour k =0,2.

2. Ftudeducask=1:

On considere la fonction f, définie et dérivable sur ]0; +ool, par:

f(x) =In(x) - x.




On note f' la fonction dérivée de la fonction f.

a. Calculer f'(x).

b. Etudier le sens de variation de la fonction f sur ]0; +ool.

Dresser le tableau des variations de la fonction f en y faisant figurer la valeur exacte des
extremums s'il y en a.

Les limites aux bornes de 'intervalle de définition ne sont pas attendues.

c. En déduire le nombre de solutions de I'équation In(x) = x.

3. Ftude du cas général :
k est un nombre réel strictement positif.

On considere la fonction g définie sur ]0; +oo[ par:

g(x) =In(x) — kx.

On admet que le tableau des variations de la fonction g est le suivant :

1

X 0 k +00
1

—00 —00

1
a. Donner, en fonction du signe de g ( E) le nombre de solutions de I'équation g(x) = 0.

b. Calculer g ( %) en fonction du réel k.

1
c. Montrer que g (E] >0 équivaut a In(k) < —1.

d. Déterminer I'ensemble des valeurs de k pour lesquelles 'équation In(x) = kx possede
exactement deux solutions.

e. Donner, selon les valeurs de k, le nombre de solutions de 'équation In(x) = kx.

PROBLEME 6

Soit g la fonction définie sur ]0 ; +ool par

g(x)=4x-xInx.

On admet que la fonction g est dérivable sur ]0 ; +oo[ et on note g’ sa dérivée.

Partie A

. . . 1
Le graphique ci-contre représente une partie

de la courbe représentative de la fonction g
obtenue par un éléve sur sa calculatrice. Cet
éléve émet les deux conjectures suivantes :

« il semble que la fonction g soit positive;

| N S N I IS S |
L L

NWReROUODO~N®WO

« il semble que la fonction g soit stricte-
ment croissante.

!
1
1
Lobjectif de cette partie est de valider ou d’invalider chacune de ces conjectures.
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1. Résoudre I'équation g(x) = 0 sur l'intervalle ]0; +ool.
2. Déterminer le signe de g(x) sur I'intervalle ]0 ; +ool.
3. Les conjectures de I'éleve sont-elles vérifiées?

Partie B

Dans cette partie, on poursuit I'étude de la fonction g.

1. a. Onrappelle que

. Int
lim — =0.
t—+00 [
En déduire que
lim xInx = 0.

x—0
b. Calculer lalimite de g(x) lorsque x tend vers 0.

2. a. Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, g’(x) =3 —In x.
b. Dresser le tableau de variations de la fonction g.

3. On désigne par G la fonction définie sur |0 ; +oo| par

G(x) = ix2(9—21nx).

On admet que la fonction G est dérivable sur ]0 ; +ool.

a. Démontrer que la fonction G est une primitive de la fonction g sur ]0 ; +ool.

PROBLEME 7

Dans le plan muni d'un repeére, on considére ci-dessous la courbe € représentative d'une
fonction f, deux fois dérivable sur I'intervalle ]0 ; +ool.
La courbe €y admet une tangente horizontale T au point A(1; 4).

LA EEEEREL.
4 | -

N
3 I

|

| ™
2 \\\‘;é?]
1
0 + —— et
T---JL 2 3 4 & T

1. Préciser les valeurs f(1) et f'(1).

On admet que la fonction f est définie pour tout réel x de l'intervalle ]0 ; +oo[ par :
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1. Préciser les valeurs f(1) et f'(1).

On admet que la fonction f est définie pour tout réel x de I'intervalle |0 ; +oo[ par:

a+blnx
= ——— ou a et b sont deux nombres réels.

fx)

2. Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, on a:

3. En déduire les valeurs des réels a et b.
Dans la suite de I'exercice, on admet que la fonction f est définie pour tout réel x de l'inter-
valle ]0; +oo[ par:

Fl) = 4+4lnx.

4. Déterminer les limites de f en 0 et en +oo.
5. Déterminer le tableau de variations de f sur 'intervalle ]0; +ool.

6. Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, on a:

—4+8Inx
x3

fII (x) -

7. Montrer que la courbe €y posséde un unique point d’'inflexion B dont on précisera les

coordonnées.
PROBLEME 8
On considére la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par
3x+1
f(x)-ln( x+1 )

On admet que la fonction f est dérivable sur [0 ; +oo[ et on note f” sa fonction dérivée.
On note 67 la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthogonal.

A
1+

0 : : : ' :
0 1 2 3 4 5

Partie A
1. Déterminer xlil}loo f(x) et en donner une interprétation graphique.

2. a. Démontrer que, pour tout nombre réel x positif ou nul,

! —_
fx= (x+1)(B3x+1)
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b. En déduire que la fonction f est strictement croissante sur [0 ; +ool.
Partie B

Soit (u,) la suite définie par

up =3 et, pour tout entier naturel n, u,.1 = f (u,).

. 1
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 5 < Ups+1 S Up.

2. Démontrer que la suite (u,) converge vers une limite strictement positive.

On note ¢ la limite de la suite (u,). On admet que f(¢) =¢.

Lobjectif de cette partie est de déterminer une valeur approchée de ¢.
On introduit pour cela la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par g(x) = f(x) — x.

On donne ci-dessous le tableau de variations de la fonction g sur [0 ; +oo[ ol

—2+V7
X0 = 3 V7 ~ 0,215 et g (xp) =~ 0,088, en arrondissant 2 1073,
X 0 X0 +00
g(xp)
Variations
dela
fonction g
0 —00
1. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution strictement positive. On la
note a.
2.
a. Recopier et compléter I'algorithme ci-contre afin que
la derniére valeur prise par la variable x soit une va- | * 0,22
leur approchée de a par exces a 0,01 pres. Tantque......... Of T)lie
X+—x+0,
b. Donner alors la derniére valeur prise par la variable X | pin qe Tant que

lors de I'exécution de I'algorithme.

3. En déduire une valeur approchée a 0,01 pres de la limite ¢ de la suite ().

PROBLEME 9

Partie I : lectures graphiques

f désigne une fonction définie et dérivable sur R.
On donne ci-dessous la courbe représentative de la fonction dérivée f'.

T T T T T T T T e he della fadetian déridée T T T T T T T T
] | , ] | Coutbe de/la foffction dériviée f” | , | , ,
F=——t——ft——a—————- F-—t-Ff-—t-——A- - --r-—t-—1-—-
| I | | | I | | | | | | |
F——bk———— = — = — — F——t——f A — = - - =4 ——4

|
N S R T § e I I e |
| | | | | | | |

|
I
|
| I | | | | I | | | | | |
|
I
| -1l 1__
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Avec la précision permise par le graphique, répondre aux questions suivantes

1. Déterminer le coefficient directeur de la tangente ala courbe de la fonction f en 0.
2. a. Donner les variations de la fonction dérivée f.
b. En déduire un intervalle sur lequel f est convexe.
Partie II : étude de fonction
La fonction f est définie sur R par

f(x)=ln(x2+x+g].

(=

. Calculer les limites de la fonction f en +oco et en —oco.
2. Déterminer une expression f’(x) de la fonction dérivée de f pour tout x € R.

3. En déduire le tableau des variations de f. On veillera a placer les limites dans ce ta-
bleau.

1
4. a. Justifier quel’équation f(x) =2 auneunique solution a@ dans!'intervalle [ -3 ; +ool.

b. Donner une valeur approchée de a 2 10~ preés.
—-2x*-2x+4

5\
(x2+x+—)
2

Déterminer le nombre de points d’inflexion de la courbe représentative de f.

5. Lafonction f’ est dérivable sur R. On admet que, pourtout x € R, f"(x) =

PROBLEME 10

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté dans un repére orthonormé :
- la courbe représentative C; d’une fonction f définie et dérivable sur ]0 ; +oo ;

- latangente T, a la courbe Cs au point A de coordonnées (% ;€e);

- latangente Ty a la courbe Cr au point B de coordonnées (1 ; 2).
La droite T4 est parallele a I'axe des abscisses. La droite T coupe |’axe des abscisses au poin'
de coordonnées (3 ; 0) et I'axe des ordonnées au point de coordonnées (0 ; 3).

A

3

25

-0.5

On note f” la fonction dérivée de f.

Partie |
1. Déterminer graphiquement les valeurs de f' (%) etde f'(1).

2. En déduire une équation de la droite Tj.
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Partie Il
On suppose maintenant que la fonction f est définie sur ]0 ; +oo[ par:
2 +In(x)
f)=——.

1. Par le calcul, montrer que la courbe Cy passe par les points A et B et qu’elle coupe I'axe des
abscisses en un point unique que I'on précisera.

2. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers O par valeurs supérieures, et |a limite de
f(x) quand x tend vers +oco.

3. Montrer que, pour tout x € ]0 ;+oo[,
, -1 —In(x)
fl&x) = ———.

xz
4. Dresser le tableau de variations de f sur ]0 ; +oo[.

5. On note f"' la fonction dérivée seconde de f
On admet que, pour tout x € ]0 ; +oof,
1+ 2In(x)

[0 =——73;

Déterminer le plus grand intervalle sur lequel f est convexe.

PROBLEME 11
Partie A : établir une inégalité
Sur l'intervalle [0 ; +oo[, on définit la fonction f par f(x) = x—In(x+1).
1. Etudier le sens de variation de la fonction f sur I'intervalle [0 ; +ool.
2. En déduire que pour tout x € [0; +oo[, In(x+1) < x.

Partie B : application a I'étude d’'une suite
On pose up = 1 et pour tout entier naturel n, uy+1 = up —In(1 + u,). On admet que la suite de
terme général u, est bien définie.

1. Calculer une valeur approchée a 10~2 pres de u;.
2. a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, =0.

b. Démontrer que la suite (u,) est décroissante, et en déduire que pour tout entier na-
turel n, u, <1.

c. Montrer que la suite («,) est convergente.

3. On note ¢ la limite de la suite (u#,) et on admet que ¢ = f(¥), ou f est la fonction définie
dans la partie A. En déduire la valeur de ¢.

4. a. Ecrire un algorithme qui, pour un entier naturel p donné, permet de déterminer le
plus petit rang N a partir duquel tous les termes de la suite (u,) sont inférieurs a 1077.

b. Déterminer le plus petit entier naturel n a partir duquel tous les termes de la suite
(u,,) sont inférieurs 2 10715 !
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PROBLEME 12
Le plan est muni d'un repére orthogonal (O, I, J).

1. On consideére la fonction f définie sur I'intervalle ]0; 1] par

f(x) = x(1-Inx)?.

a. Déterminer une expression de la fonction dérivée de f et vérifier que pour tout x €
10; 1], f'(x) = (nx+1)(Inx-1).

b. Etudier les variations de la fonction f et dresser son tableau de variations sur I'inter-
valle ]0; 1] (on admettra que la limite de la fonction f en 0 est nulle).

On note I' la courbe représentative de la fonction g définie sur I'intervalle ]0; 1] par g(x) =Inx.
Soit aunréel del'intervalle]0; 1]. On note M, le point dela courbeI' d’abscisse a et d, la tangente
a la courbe I' au point M,. Cette droite d, coupe 'axe des abscisses au point N, et 'axe des
ordonnées au point P, .

On s'intéresse a l'aire du triangle ON, P, quand le réel a varie dans l'intervalle ]0; 1].

2. Dans cette question, on étudie le cas particulier ou a = 0,2 et on donne la figure ci-dessous.

On note I'" 1a courbe représentative de la fonction g définie sur l'intervalle ]0; 1] par g(x) =Inx.
Soit aunréel del'intervalle ]0; 1]. On note M, le point dela courbe I d’abscisse a et d, la tangente
a la courbe T" au point M,. Cette droite d, coupe 1'axe des abscisses au point N, et 'axe des
ordonnées au point P, .

On s’intéresse a l'aire du triangle ON, P, quand le réel a varie dans l'intervalle ]0; 1].

2. Dans cette question, on étudie le cas particulier ou a = 0,2 et on donne la figure ci-dessous.

a. Déterminer graphiquement une estimation de 'aire du triangle ONp 2P 2 en unités
d’aire.

b. Déterminer une équation de la tangente dj .

c. Calculer la valeur exacte de I'aire du triangle ONy 2 P » .
Dans ce qui suit, on admet que, pour tout réel a de l'intervalle ]0; 1], I'aire du triangle

1
ON,P, en unités d’aire est donnée par 7 (a) = Ea(l —Ina)?.

3. Al'aide des questions précédentes, déterminer pour quelle valeur de al’aire < (a) est maxi-
male. Déterminer cette aire maximale.
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8A - Primitives d’'une fonction continue

Source : Paul milan
Exercice 1

On considere une fonction h définie et continue sur R dont le tableau de variations est donné ci-

dessous :

X —00 1 +00

+00
Variations de h / 0 /

—00

On note H la primitive de h définie sur R qui s’annule en 0.

Elle vérifie la propriété :
a. H est positive sur] —oo; 0]. c. H estnégative sur]—oo; 1].
b. H est croissante sur] —oo; 1]. d. H est croissante sur R.
Exercice 2

Prouver dans les cas suivantes que la fonction F est une primitive de la fonction
f sur un intervalle I proposé.

1) f(x) = 2(xi_3—1) et F(x) :x2+% sur [ =]0; +oo]
2) f(x) = 1—:ex et F(x) = x—In(1+¢*) sur [ =R
1

3) f(x) = oy et F(x) =In(Inx) sur I =|1;+4o0]

4) f(x) =cosx —xsinx et F(x) =xcosx sur ] =R
Exercice 3

2 2

x“+3x—1 x*+7x—5

o1 =TT

1) Montrer que les fonction F et G sont deux primitives de la méme fonction f
sur un intervalle I que 1’on précisera.

On donne F(x) =

2) Pouvait-on prévoir ce résultat?

Exercice 4
Pour les exercices suivants, déterminer une primitive de la fonction f sur l'intervalle I.

1) f(x) =x* —4x®+ x> —4x+3, I=R

2) f(x):%, I=RR. 4) f(x)=—%+%_1l I=]0;+oo].
3) fx)=1- 5 [=0;+eol 5 f(x) = 2 +2¢%, 1=]0; ool
Exercice 5
Forme u'u"
D) f(x)=(x+2)°, I=R. 4) f(x) =2x(3x>—1)%, I=R.
2) f(x) =2x(1+x2)5, I=R. 5 f(x) = sinzcosx, =R
_ (x—=1)° 1

3) f(x) I=R. 6) f(x) = =Inx, I =]0;+oo.
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Exercice 6
7

Forme il
u
1
D) f(x) =5 I=l4;+0
2) f(x) = ——, I=]—co; 4
- x _4’ - 7
Exercice 7
Forme u’e*

1) f(x)=e !, I=R

2) f(x) =22, I=R

Exercice 8
ul
Forme
Vu
2 1
1 x) = , I = ] — —; 400
) fx) 2x + 1 2
Exercice 9

Formeu—, n=?2
un
2
1) f(x): (x+4)3r I:]_4;+°°[

1 1
2) f(x)=m, 1=]—°°;§
3) f(x):ﬁ, I=R

Exercice 10

|2 ) = 5=

Y flx) = (x2 —2x —3)?%’

3 f(x) = 5=, 1=10;1]
4) f(x) = exi v [=R

x2
3) f(x) =xe"2, I=R
4) f(x) =sinx xe“¥, [ =R

22x , I=]1; 400

x—1

I=]-1; 3]

4x2

[ 5) f(x):mr I=]—2;+00]

o f) = 220%, 1= -7 7|

"~ cos?x’

Déterminer la primitive F, de la fonction f, qui vérifie la condition donnée sur un

intervalle I a préciser.
1) f(x) =x*+3x2—4x+1, F2) =0

2) f(x) = 2 +x F(1) =0

3) f(x) = 2/1:(0):0

1
(2x+1)

9 flx)= 5=

_ F1) =1

) f(x) = Gy FO) =0

6) f(x) =e**1, F(-1)=0

8 f() = s+

7) f(x) = xe *, F(vIn2) =1

1 1
x+1’

F(2) =0

9) f(x) =sin (Zx— %), E (g) -0
10) f(x) = cosxsin’x, F (g) -

X . X 7T o
11) f(x) =2cos 5 ~3sin’, F(E) =0
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Exercice 11 - Autre 2 :
Calculer une primitive de la fonction f sur l'intervalle indiquée.

Inx —1
D f@) = G 1=l o5 1] ) F() = "X, 10 e
D) fx) = o, 1] - 75 0f 6) f(x) = 5%, 1=]0; +oo]
3) f(x) = %e—%, I =]0; oo 7) f(x) = xlm I=]1;+00]
9 f) = XTI jos el ) fr) =G o I=R

Autre 2 :

f désigne une fonction rationnelle définie sur un intervalle I. Déterminer une
primitive de f a 1’aide de la décomposition proposée.

4x +5 1
1) f(x) = Y I—} _§’+°°[' Montrer que f(x)—a—}-zxle
2 _ 3y
2) f(x) = w, I =]2;+o0o[. Montrer que f(x) —ax+b+——
x—2 x—2
1
3) f(x):x—3+x+3 avec :
a) I =]3;+o00| b) I=]-3; 3] c) I =] —o00;-3
x> +x+1 a b

4) f(x) = 1) I =|1;+o0[. Montrer que f(x) =

12" xt 10

9A - Equations différentielles

Exercice 1 Résoudre les équations différentielles suivantes :

1) ¥y =3y 4) y+3y' =2

2) ¥ +2y=0 5) 2y+3y'—1=0

3) Y =2y+1 6) 2y =y—1
Exercice 2

Résoudre les équations différentielles proposées avec la condition initiale propo-
sée :
1) y= -5y avecf(-2)=1

2) y+2y' =0 avec f'(-2) = %

Exercice 3

Trouver une équation différentielle de la forme y' = ay + b pour laquelle f est
solution.

1) f estla fonction définie sur R par: f(x) = 3e 3%,
2) f estla fonction définie sur R par: f(x) =3¢ 2 —4.
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Exercice 4 APPLICATION : SVT

Le nombre de bactéries N(t) d'une culture initialement a 600 passe au bofit de

2 heures a 1 800.

On suppose que le taux de croissance est proportionnel au nombre de bactéries

présentes.

1) a) Donner une équation différentielle qui traduit le probléme puis déterminer

N(t) a I'aide des conditions imposées.
b) Déterminer le nombre de bactéries apres 4 heures.

c) Déterminer le temps t nécessaire pour que le nombre
de bactéries dépasse 12 000.

2) Compléter I'algorithme ci-contre afin qu’il donne le ré-
sultat attendu a la question 1 c) (a la demi-heure pres).

from math importx
t=0
N=600
while .... 12000:
18 Sooc
N=...
print (...)

m Montrer que la fonction f:x » x + 1+ x2 est une

solution sur R de I’équation différentielle
1+x¥)y"+xy'—y=0.

EY] Montrer que les fonctions f:x = Ax%Inx + ux? + x3

sont des solutions sur ]0; +oo[ de I’équation différentielle

x2y" —3xy' + 4y = x3,
A et u désignant deux réels quelconques.

Exercice 5

Soit I'équation différentielle (E) : v’ + 3y = e*.

1) Déterminer le réel a tel que la fonction p définie sur R par p(x) = ae?* soit

une solution particuliere de (E).
2) Résoudre sur R I'équation (E).

3) Déterminer la solution particuliére vérifiant y(0) = 1.

APPLICATION : PHYSIQUES

¢ [if5] On laisse tomber un corps de masse m = 4 kg
dans le champ de la pesanteur. La vitesse v,enm.s~ ', du
centre d'inertie de ce corps est fonction du temps t de
chute, en s, et vérifie mv/ + kv =mg oli g = 9,8 N.kg '
est I'accélération de la pesanteur et k = 24 est le coef-
ficient de freinage.

1. a) Justifier que la fonction v est solution sur [0 ; + oo
de I'équation différentielle (E) : )’ = — 6y + 9,8.

b) Résoudre sur [0; + ~o[ I'équation (E).

2. a) On suppose que la vitesse initiale du corps est
nulle. Pour tout réel t = 0, exprimer v(t) en fonction deft.
b) Déterminer la vitesse du corps apres 20 s.

Arrondir au dixiéme.
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APPLICATION : APPLICATION
DATATION CARBONE

€1 Pour déterminer I'age de résidus organiques, on

utilise la méthode basée sur la désintégration radioac-
tive. Les étres vivants absorbent et assimilent du carbone
de I'atmosphére. On considére que leur organisme
comporte une proportion constante de carbone 14.
Aprés leur mort, cette proportion de carbone 14 dimi-
nue lentement.

m est la fonction qui donne la masse résiduelle m(t),
en g, de carbone 14 dans un échantillon a la date t, en
siecle. La vitesse de désintégration m’(t) du carbone 14
a la date t est proportionnelle a la masse a cet instant.
Ainsi, il existe un réel C tel que m’(t) = C x m(t).

Un corps organique contenait une masse m, de
carbone 14 a l'instant t = 0 de sa mort.

a) Exprimer m(t) en fonction de C et m,.

b) On sait que la masse de carbone 14 dans un échan-
tillon diminue de 1,24 % par siécle.

En déduire la valeur de C.

¢) Aujourd’hui, ce corps organique ne contient plus que
14 % de sa masse m, de carbone 14.

Déterminer I'age de ce corps. Arrondir au centiéme.

8 (E) est I'équation différentielle 4y — y = x.

a) Démontrer que la fonction g définie sur R par
g(x) = — x — 4 est une solution particuliére de (E).

b) Démontrer qu’une fonction fest solution de (E) si, et
seulement si, la fonction f — g est solution de I'équation
différentielle 4y' —y = 0.

¢) En déduire I'ensemble des solutions de (E).

m (2004, métropole). Un chariot de masse 200 kg se
déplace sur une voie rectiligne et horizontale. 11 est soumis
a une force d’entrainement constante F de valeur 50 N. Les
forces de frottement sont proportionnelles a la vitesse et de
sens contraire ; le coefficient de proportionnalité a pour
valeur absolue 25 N.m's.

VoN=ozan

(0] H

La position du chariot est repérée par la distance x, en
metres, du point H a 'origine O du repére en fonction du
temps t, exprimé en secondes. On prendra t dans
I'intervalle [0;+o[. Les lois de Newton conduisent a
I’équation différentielle du mouvement

(E) : 25x" + 200x" = 50.

1. On note v(t) la vitesse du chariot au temps t ; on rap-
pelle que v(t) = x'(t). Prouver que x est solution de
(E) si et seulement si x’ est solution de I’équation diffé-
rentielle (F) : v' = —iv + %.

Résoudre I’équation différentielle (F).
2. On suppose que, a l'instant t = 0, on a : x(0) =0 et
x'(0) = 0.
a. Calculer, pour tout nombre réel t positif, x'(t).
b. En déduire que I’on a, pour tout nombre réel t posi-
t
tif, x(t) = 2t — 16 + 16e 5.

3. Calculer V = Emmv(t). Pour quelles valeurs de t la
vitesse du chariot est-elle inférieure ou égale a 90 % de
sa valeur limite V' ?

4. Quelle est la distance parcourue par le chariot au bout
de 30 secondes ? On exprimera cette distance en métres,
au décimétre pres.

¥ (E) est I'équation différentielle y/ + 2y = ™.
a) Démontrer que la fonction g définie sur R par

g(x) = %eh est une solution particuliére de (E).

b) Démontrer qu’une fonction fest solution de (E) si,
et seulement si, la fonction f — g est solution de
I'équation différentielle y’ + 2y = 0.

<) En déduire l'ensemble des solutions de (E).

Exercice 6

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = ;e‘z" —3e 3%

Partie A
Soit I'équation différentielle (E) : y' + 2y = 3e~%.

1) Résoudre l'équation différentielle (E'): y' +2y = 0.

2) En déduire que h définie sur R par h(x) = ;e"z" est solution de (E’).

3) Vérifier que g définie sur R par: g(x) = —3e~3* est solution de (E).

4) Enremarquant que f = g+ h, montrer que f est une solution de (E).

Partie B

Soit €s la courbe de f dans un repere orthonormé (O, 7, 7) d’unité 1 cm.

1) Déterminer les limites de f en 400 et —oo.

2) Etudier les variations puis dresser le tableau de variations de f.

3) Calculer les coordonnées des points d’intersection de € avec les axes.
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m (Equations différentielles d’ordre 2).
On considére 1’équation différentielle sur R

y" + by" +cy =0 (E).

ou b et ¢ sont deux réels.

1. Montrer que la fonction x = e** est une solution de
(E) si et seulement si k est solution de 1I’équation, appe-
lée équation caractéristique de (E).

x2+bx+c=0.

On suppose dans toute la suite que b? — 4c > 0 et on note
a, et a, les solutions de 1’équation caractéristique (avec
¢éventuellement a; = a,).

Montrer que a; + a; = —beta,a; = c.

Soit y une solution de (E) sur R.

2.
3.

a4

Montrer que z = y' — a;y est solution de I’équation
différentielle z' — a,z = 0.

b. En déduire qu’il existe une constante C telle que

vx € R,y (x) — ayy(x) = Ce®?*,

On suppose a; # a;.

Chercher une solution particuliére de 1’équation
v' —a,v = Ce“?* de la forme x » Be®?* K € R.

En déduire qu’il existe deux réels A et B tels que
y(x) = Ae™* + Be®2*

et vérifier que les fonctions de cette forme sont des

solutions de (E).

On suppose a@; = a,, et 'onnote @ = a; = a,.

b.

Chercher une solution particuliere de 1’équation

y' —ay = Ce" sous la forme x » Kxe®, K € R.

En déduire qu’il existe deux réels A et B tels que
y(x) = (Ax + B)e™®

et vérifier que les fonctions de cette forme sont des

solutions de (E).

Enoncer le théoréme obtenu.
Résoudre les équations suivantes.

a.
b.

y'—=y' =2y=0,y(1) =1lety’(0) = 1.
y'+4y' +4y =0,y(0) =y'(0) =1.
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10A - Le Calcul intégral.

Calcul d’aire sous une courbe par la méthode des rectangles

Probléme : On considere la fonction f définie sur [0,1] par f(x) = x? et C; sa courbe.
Quelle est I'aire A du domaine délimite par Cr , I'axe des abscisses, 'axe des ordonnées et la
droite verticale d'abscisse x =17

Du calcul infinitésimal de Leibniz (XVlle siécle) aux sommes de Riemann (XIXe siécle) .

Leibniz, découpe le domaine en tranches verticales d’épaisseur infinitésimale. La tranche
située a l'abscisse x a pour épaisseur dx et pour hauteur f(x), donc pour aire le produit
f(x)dx. L'aire cherchée A s'obtient en faisant intégralement la somme de toutes ces aires, ce

que Leibniz écrit A = [ f(x)dx

Riemann reprend l'idée de découpage en tranches verticales, mais refuse la notion de quantités infiniment
petites qui pose pour lui des probléemes de rigueurs mathématiques. Il propose alors de découper le domaine
en un nombre fini n de tranches verticales.

Chaque tranche a une aire comprise entre l'aire de deux rectangles : un rectangle intérieur et un rectangle
extérieur. Donc l'aire A est comprise entre l'aire totale u,, des rectangles intérieurs, et l'aire totale v,, des
rectangles extérieurs. Pour calculer A, il suffit alors de faire tendre n vers I'infini : les deux suites (u,,) et (v,,)
doivent tendre toutes les deux vers A... (voir annimation https://www.geogebra.org/m/tGfSjn7y)

Il reprend finalement l'idée intiale d’Archimede (2¢ siecle avant J-C) qui avait approché |'aire du cercle en
encadrant ce dernier par des polygones réguliers... mais la notion de limite n’existait pas encore....

OO0
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1)

2)

3)
4)
5)
6)

(©

(C) est la courbe de la fonction carrée

sur [0; 1]

0 ln 2mn  3m (n-1n  nfn

Trouver un encadrement de I’aire cherchée en subdivisant I'intervalle [0,1] en trois.

Démontrer, par récurrence, que pour tout entier n strictement positif on a :

12 422 4 oo 4 2 = MEOADERHD
. :
En déduire que tout entier n strictement positif u, = —(n—16);22n—1)

Déterminer |’expression de v, en fonction de n.
Calculer les limites des suites u,, et v, et conclure.

Compléter I'algorithme suivant qui nous permet de trouver un encadrement de 'aire de
la partie du plan délimité par la courbe Cy, I'axe des abscisses et les droites verticales

d’équations x = aetx = b.

< > mainpy inflammation-01.csv + 2

1 from math import *
2

3+ def f(X):

Y=.uun

returnCy)

~ def rectangleCa,b,n):
u=0
v=0
10~ for i in range(n):
11 u=u+fCa+i*(b-a)/n)*(b-a)/n
12 V=......
13 returnCu,v)
14
15 |

OWoo~NO UV H

Quelles propriétés doit avoir la fonction f pour pouvoir utiliser cet algorithme ?
. : . 7
En utilisant cet algorithme, trouve un encadrement au centiéme de | 1 x2dx.

ISR

e

e : . 1
En utilisant cet algorithme, trouve un encadrement au centiéme de | , €7dx.

o

représentant la fonction logarithme, ’axe des abscisses et les droites verticales
d’équations x = 0,5 et x = 2.

Comment trouver une valeur approchée de 1’aire de la partie délimité par la courbe
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Sources : Paul milan

Exercice 1
Calculer les suivantes & ’aide d"une primitive :

4 2/ 1 In3
1)I=/(x—3)dx 3)1=/ <t+t——) dt5)I=/ ¢ dx
0 1 t In2

) 2 3 3 dt
2 1= [ (F-4t+3)dt 9 I=/0 ﬁdx 6) I=/0 (2t +1)

Exercice 2
Calculer les suivantes a I'aide d"une primitive :
_ 4 B 1 x B 1 3y
1)1_/0 dx 3)1—/_lmdx 5)1—/05e dx
2)1—/_1x_3dx pi=[-1 4 6) 1= [ te"1dt
Y )_/13x—2" )_/oe
Exercice 3
4x2 +7x +1 c
1) a) T i 1 1 P =
) a) Trouver trois réel a, b et c tels que o ax-i-IH-x_}_2
2 442
b) En déduire: 1 = [ ety
0 x+2
2) a) Prouver que pour tout réel x : 1 _ 1— a
quep 14 1t
. 11
b) En déduire : I = /0 o
Exercice 4
Calculer les intégales suivantes a 1'aide d"une intégration par parties.
e 1
1) I=/ xInxdx 4) I=/0 (x+2)e*dx
1
& 2 ot
2)1:/ Intdt 5)1=/1(t—2)e dt
1
3) 1= [ (x—1)cosxd 1= % 4
— -_ = x
) /0 (x —1)cosxdx /0 il
Exercice 5
Trouver la primitive F sur I et nulle en 4, des fonction f suivantes a 'aide d"une
intégration par partie

1) f(t) =In(t?) 1=]0;4+oc] a=1
2) f(t) = (2t+1)sint I=R a=0
3) f(t) = (t+1)%* I=R a= -1 (onferadeuxintégrations par partie).

4) f
5 f

t) = (Int)>2 1=]0;+o| a=1 (on feradeux intégrations par partie).

A~ o~ o~ o~

t)=e2cost I=R a=0 (on feradeuxintégrations par partie).

Exercice 6

2 2
Comparer sans calcul : 1= / xe*dx et ] = / x?e* dx
1 1
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Exercice 7

Démontrer les encadrements suivants :

9 1 1 11
1) 2< dx <4 3) = < dt <1
) 1 14+4/x ) 3 0o 1+
2 2
2)ﬁ</ V1+x3dx <3 4) 2¢74 < %dxgz
1 0 e

4
5) 2In3 < / In(x? — 1) dx < 2In3 +2In5
2
Exercice 8
1
La suite (I,) est définie sur N par: I, = /0 (14 ") dt

1) Prouver que la suite (I,) est décroissante.

2) Est-elle convergente?

Exercice 9

n+1 1
Pour tout entier naturel non nul n, on pose : I, = / < dx
n
1) a) Démontrer que 1 < I < 1
q nr1YrSy
b) La suite (I,,) est-elle convergente? Si oui vers quelle limite?
1 1 1
2) On pose pour n € IN*, uy =1+§+§+---+;.
Montrer que la suite (u,) diverge vers +oo.
Exercice 10
. : - T
Soit la suite (u,) définie sur N par: u, = /0 T+x dx.
Calcul Pl d
1) Calculer uo—/o 5= X.
2) a) Démontrerque: Vn € N, u,y1+u, = %_H
b) En déduire la valeur exacte de u;.
3) a) Recopier et compléter la fonction Pythonp from math import«
. . P . . def u(n):
ci-contre afin qu’il affiche en sortie le terme A=
de rang n de la suite (uy). for i in range(1,...):
u=...
return u

b) Rentrer la fonction dans votre calculatrice et compléter le tableau suivant :

n 0 1 5 10 50 100
Un 0,693 1 0,306 9

91



Quelles conjectures sur le comportement de la suite (#,) peut-on émettre?
4) a) Démontrer que la suite (u,) est décroissante.
b) Démontrer que la suite (#,) est convergente vers £.

c) Démontrer que £ = 0.

Exercice 11
1
On considére la suite (I,) définie sur N* par: I, = / xe’ dx
0

1) a) Soit g la fonction définie par g(x) = xe~.
Déterminer une primitive sur R de la fonction g.
b) En déduire la valeur de I;.
1 n+1

¢) On admet que, pour tout entier natureln > 1,ona: I, = ie - I

Calculer I; et Is.
2) Soit I'algorithme en Python" suivant : from math importx
n=1
Quel terme de la suite (I,) obtient-on en u=1/2xexp (1)—1/2
sortie de cet algorithme ? while n<21:

Quelle est sa valeur? u=1/2xexp (1) —(n+1) /2*u
n=n+2

print(u)

3) a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, I,, > 0.

b) Montrer que la suite (I,) est décroissante.
c) En déduire que la suite (I,) est convergente. On note ¢ sa limite.

4) Déterminer la valeur de £. On pourra raisonner par l’absurde.

Exercice 12
In
Soit, pour n € IN*, les fonctions f,, définies sur [1; 5] par: f,(x) = x—nx
Pour n € IN*, on note %, la courbe de la fonction f, dans un repere orthogonal.
Sur le graphique ci-dessous sont représentées les courbes ¢, pourn € {1; 2; 3; 4}.

A

0.5

1) Conjecturer la limite de 'aire délimitée par %, 1'axe des abscisses et les droites

x = 1 et x =5 lorsque n tend vers +oco.

2) a) Montrer que, pour toutn € N*etx € [1; 5]: 0< o o

51 1 1
Z2: —dx = - .
b) Montrer que pour toutn > 2 A o dx — (1 5n—1)

c) Démontrer la conjecture de la question 1.
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INTEGRATION / CALCUL D’AIRES

Exercice 1
ronsidére la fonction f définie par la relation:

1
fz) = §~z2 -3z +4
5
Déterminer la valeur de I'intégrale: / f(z)dz.
1

Ci-dessous est donnée la courbe € représentative de la
fonction f dans un repére (O;I ;J) orthonormé:

e
[

1\_/1

Déterminer 'aire du domaine grisé.

Exercice 3

On considére la fonction f définie pour tout réel z par:

f(z) = ze' "
et la fonction g définie pour tout réel = par:
g(z) =e'~*

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé dans un repére les
courbes représentativees €y et %, respectivement des fonc-

tions f et g.
\%
\

N

~~

BN 19 [ y 3
% /

On admet que, sur R, la courbe %, se situe au dessus de la
courbe €.

1. Trouver une primitive F' de la fonction f sur R.
1 2
2. En déduire la valeur de: / (e *—z-e'~*") du.
0

3. Interpréter graphiquement ce résultat.

On considére les fonctions f
et g définies sur R par 05

fG) =x*(x*-1)

Exercice 2

Dans un repére (O;1;J), on
considére les deux courbes € et
A ou:
® la courbe % est la courbe
représentative de la fonc-
tion f définie par:
f(z)=e"*+2z+1

® la droite A a pour équation
réduite: y=z+2

On considére le domaine grisée

représenté ci-dessus et défini

<.

)

par: -2 i
® situé entre les droites d’équations z=—-2 et z=2;
® situé entre la courbe € et la droite A.

1. (a. Etudier les variations de la fonction de la fonction f
définie par: g(z)=f(z)—(z+2).

b. Justifier que la droite A est située sous la courbe €

2. Déterminer 'aire du domaine grisé.

Exercice 4

Soit f la fonction définie sur R par la relation :
fe)=1re=

Sur le graphique ci-aprés, on a tracé, dans un repére orthog-

onal (O; i;7 ), la courbe représentative ¢ de la fonction f
et la droite A d’équation y=3.

A

A o
2-/
Cr A%
1 J Pl 1 l 3
4 2 a1 ol i1 2 3 4

Soit h la fonction définie sur R par: h(z)=3-f(z)

Soit a un réel strictement positif.

a.) Donner une interprétation graphique de l'intégrale:

/ h(z)dz
0
“ 3 2
b. Démontrer que: /0 h(z)dz= éln( e 2a )
c.) On note D I'ensemble des points M (z ; y) du plan défini
par:

{ ]
flz)<y<3
Déterminer l'aire, en unité d’aire, du domaine D

Soit la fonction f définie sur R par

3

9() = x(1 - x*) fx)=x*+x-2. 2
1

0

1. Etudier la position relative des
courbes de ces fonctions.

2. En déduire 1’aire du domaine
compris entre ces deux 05
courbes sur I’intervalle [—1; 1].

¥ 1. Etudier le signe de f.
2. En déduire I’aire du domaine grisé ci-
contre. 2
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(constante d’Euler) (2005, métropole).
Pour tout entier n = 1, on pose

H, = 1+§+"'+i=2;cl=1ietun=H7l_lnn'

1. a. Montrer que, pour tout entier naturel k non nul
J-k+1 Lae<t
X <

k+1 x
b. En déduire que, pour tout entier n >2,0ona

Hy—1<Inn<H,—~et0<u, <1
2. a. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1,

1 n+11
Uppg — Uy = — — - dx.
n+1 n T i fn x

b. En déduire le sens de variations de (u,,).

3. Montrer que la suite (u,,) converge. On note y la limite
de la suite (u,,) (on ne cherchera pas a calculer y).
Quelle est la limite de la suite (Hy,) ?

Exercice 103 ((D). Une suite qui converge vers In(2)). Soient n dans N, z dans

] —1,+o0].
a) Montrer :

(_l)nzn+1

Z}lfk 1+z+

b) En déduire :

n(_l)k=1nz+—1" 't
> iy =@+ )/0

¢) Montrer :

1 tn+1
os/ dt <
0

1+t
d) Conclure :

ek
>

142

n+1

1+t

3"

— In(2).

n—+o00

Exercice 104 ((D). Une formule sommatoire pour 7). a) Montrer :

Vz €] —n/2,7/2],

En particulier :

¢) Conclure :

tan(z) dt
— =z
A 1+¢2

Exercice 183 ((D,x) Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f une fonction
de R dans R admettant des dérivées de tous ordres. Montrer que, pour n dans

N, ona :

Vz € R,

(k) T —
fo) - Zf O [t

f(n-f-l)(t) dt.

Exercice 110 ((D,*). Le lemme de Riemann-Lebesgue). Soient a et b deux réels
tels que a < b, f une application définie sur [a,b], a valeurs réelles, dérivable et

a dérivée continue. Pour A dans R™*, démontrer :

b
<3 (If(a)l +sl+ [ 170 dt) :

b
/ f(t) sin(At) dt AoThe 0.

b
/ £(2) sin(Mt) dt

En déduire :

Le résultat subsiste pour une fonction continue. La preuve, plus délicate, est

accessible en CPGE.
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7 Probléeme : deux calculs de ((2)

Dans l’exercice 186, on a montré, pour tout réel a > 1, 'existence de

+ool

= ().

o
k=1 k

Le but de ce probléme est d’établir, par deux méthodes tres différentes, la rela-

tion :
72

¢@2) =4

1. a) Pour n dans N*| calculer :

/ tcos(nt)dt et / t? cos(nt) dt.
0 0

On pourra intégrer par parties.

b) Trouver deux constantes réelles a et b telles que :

n2

VYn € N¥, / (at® + bt) cos(nt) dt = 1
0

2. Pour n dans N* et t dans R, soit :

Cn(t) = Z cos(kt).
k=1

Montrer, pour n dans N* et ¢ dans R non multiple entier de 27 :

. 2n+1
1 sm< 5 t)
Cn(t)=—=+ .

2 . [t
2sm(2)
3. Déduire de ce qui précede :
" ~1 7 N . [(2n+1
Vn € N¥, kz_lk_z_?-'-/o <p(t)sm< 3 t)dt

ol ¢ est une fonction définie et continue sur [0, 7] que I'on précisera.

4. Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur [0, 7] et que sa dérivée ¢’ est
continue sur [0, 7).

5. Conclure en utilisant ’exercice 110 (lemme de Riemann-Lebesgue).
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